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Предисловие к русскому изданию 

Разных геометрий много. В этой книге приводятся, как мне ка- 

жется, самые интересные и красивые. 

Слово «геометрия» я понимаю не как название учебной или на- 
учной дисциплины (такой, как «диффиринциальные исчисления»), 

а как математический объект (такой, как «дифференциал»). Объ- 

единяет различные геометрии то, что каждая из них, как указал Фе- 
ликс Клейн в своей знаменитой Эрлангенской программе (1882 г.), 

представляет собой множество, на которые действует группа. 

У геометрии, как и других важных объектов в математике, кро- 
ме индивидуальной жизни, есть и жизнь общественная: они входят 

в некоторый социум — категорию геометрий — в котором они вза- 

имодействуют посредством морфизмов (так называемых эквивари- 

антных отображений). 

Слова группы, морфизмы, категории не должны ввести читателя 

в заблуждение: это не формально-алгебраическое или (Боже упаси) 

аналитическое (координатное) рассмотрение геометрических тем; до- 

статочно взглянуть на многочисленные чертежи в нашей книге, что- 

бы понять, что мы постоянно придерживаемся зрительного, нагляд- 

ного подхода. 

Теория категорий не применяется в этой книге, но мы исполь- 

зуем ее язык, — как читатель увидит, это очень естественно в гео- 
метрическом контексте. Так, известной фразе Кэли: «проективная 

геометрия — это вся геометрия» можно придать точный математи- 

ческий смысл с помощью термина подгеометрия (означающего «об- 

раз геометрии при инъективном эквивариантном отображении»). 

В контексте нашей книги можно перефразировать эти слова так: 

«геометрии, изучаемые в этой книге (включая три классические — 

гиперболическую, эллиптическую и евклидову), являются подгео- 

метриями проективной геометрии». 

В основном тексте книги очень мало сказано об аксиомати- 
ческом подходе к геометрии. Это одно из предубеждений автора: 

я считаю, что классические системы аксиом, например для евклидо- 
вой или гиперболической геометрии, безнадежно устарели и боль- 

ше не принадлежат современной математике. Их место — в истории 

математики и в философии науки. Поэтому здесь они появляются 

лишь в одной главе, которая посвящена захватывающей истории со-
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здания неевклидовой геометрии, а подробный разбор аксиоматики 

Евклида и Гильберта перенесен в дополнения А и Б. 

Множественное число в заглавии книги (Геометрии) означает, 

что, на мой взгляд, нет такого учебного предмета, как «геометрия», 

но, как уже было сказано, существуют конкретные математические 

объекты, которые называются геометриями. В единственном чис- 

ле слово «геометрия» нужно понимать как способ математического 

мышления, в действительности изначальный: в Древней Греции слово 

«геометрия» служило синонимом слова «математика». Можно и нужно 

мыслить геометрически, работая не только с окружностями и тре- 

угольниками, но и с коммутативными диаграммами, морфизмами 

и группами. Знаменитая фраза над входом в платоновскую Академию: 

Не знающий геометрии да не войдет в Академию 

должна быть помещена и на воротах, ведущих в мир математики. 

жж* 

В предисловии я не буду систематически излагать содержание 

курса, а отошлю читателя к оглавлению. У хорошо подготовленного 

читателя оно может вызвать такой вопрос: почему его любимые гео- 
метрии не всегда представлены в книге среди «интересных и краси- 

вых» геометрий, обещанных выше? Позвольте высказаться по поводу 

некоторых тем и объяснить, почему они здесь не рассматриваются. 

Прежде всего, мы не рассматриваем ни аффинную, ни евклидо- 

ву геометрию, ни геометрию векторного пространств, считая, что 

они известны читателю. Однако книга начинается с главы под номе- 

ром нуль, в которой приводятся основные сведения из евклидовой 

планиметрии и кое-что из стереометрии. Это связано с тем, что 

в этой книге описания других геометрий предполагает знания эле- 
ментарной евклидовой геометрии, а американские студенты (для 

которых предназначен оригинал этой книги), как правило плохо 

знакомы с элементарной геометрией. Я понимаю, что русскоязыч- 

ный читатель в этом отношении гораздо лучше подготовлен, но все 

же решил оставить на месте эту главу. В любом случае предпола- 
гается, что читатель начнет книгу с главы 1, а будет обращаться 

к главе 0, как к справочнику в случае необходимости. 
В этой книге отсутствует алгебраическая геометрия, поскольку 

автор считает, что эта прекрасная область математики принадле- 

жит алгебре, а не геометрии. В самом деле, математики, занимаю- 

щиеся алгебраической геометрией, — типичные алгебраисты, и это
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верно в отношении не только великой французской школы (вслед 

за Гротендиком использующей его схемы), но и более классической 

российской школы. 

Нет здесь и дифференциальной геометрии: классический случай 

малых: размерностей обычно излагается в книгах по дифференци- 
альному и интегральному исчислению (куда он на самом деле и от- 

носится), а современные исследования в более высоких размерно- 

стях являются частью анализа (под названием «анализ на многооб- 

разиях») и топологии (под названием «дифференциальная тополо- 
Гия»). 

Другие отсутствующие темы включают выпуклую геометрию 
(это часть анализа, а конкретнее — теории оптимизации, где она 

называется «выпуклый анализ»); симплектическую геометрию (это 

часть классической механики и теории динамических систем); кон- 

тактную геометрию (это часть теории дифференциальных уравне- 
НИЙ) ИТ. Д. 

Разумеется, контактная геометрия (например) формально явля- 

ется геометрией в смысле Клейна. И в действительности идеология 

групп преобразований исходит от Софуса Ли в не меньшей (если 

не большей) степени, чем от Феликса Клейна. Но контекст прекрас- 

ной контактной геометрии Ли — это, несомненно, дифференциаль- 

ные уравнения. 

* KOK 

Это книга основана на лекциях, прочитанных на русском языке 
в рамках семестровых курсов первого года в Независимом москов- 

ском университете в 2003 и 2006 годах. Я подготовил их записи на 

«простом английском» и разместил на сайте НМУ. Эти записи опубли- 

кованы в виде 100-страничной брошюры в Московском центре непре- 

рывного математического образования в 2006 г. и использовались 
при изучении геометрии в НМУ по программе «Май ш Мозсом»». 

Краткость семестрового курса (13 лекций) заставила меня при 

рассмотрении классических геометрий — таких, как гиперболиче- 
ская и проективная, — ограничиться двумерным случаем, с сожале- 

нием исключив трехмерный. Однако в курсе остается много воз- 
можностей для развития пространственного воображения, а в об- 

щем случае все равно удобнее использовать линейно-алгебраиче- 
ский (координатный) подход, а не наглядно-синтетический, харак- 

терный для нашего курса. Читателю, желающему продвинуться
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дальше, весьма рекомендую книгу Марселя Берже [1]. Должен до- 

бавить, что при всем отличии моего подхода я по существу обязан 

этой замечательной книге изложением некоторых разделов курса. 

Для тех, кто хочет больше узнать об аксиоматическом подходе 
к классическим геометриям, по моему мнению, нет книги лучше, 

чем «Высшая геометрия» Н.В. Ефимова [6]. 

Важной, если не самой важной, составляющей этого курса яв- 

ляются задачи, которые появляются в конце каждой главы. Именно 

решение этих задач научит читателя — гораздо больше, чем изуче- 

ние теории, — мыслить и работать как геометр. Источники задач 
разнообразны. Многие были «украдены» из книг, написанных мо- 

им другом и любимым соавтором Виктором Прасоловым. Во мно- 

гих случаях я просто не знаю первоначальное происхождение этих 

задач. Для использования на семинарских занятиях они были со- 

браны вместе Ириной Парамоновой, которая добавила несколько 

задач, как и другие руководители семинарских занятий (Владимир 

Иванов и Олег Карпенков). Я благодарен всем людям, перечислен- 

ным выше, а также Михаилу Панову, Антону Понкрашову и Вик- 

тору Шувалову, создавшим компьютерные версии большинства ил- 
люстраций; Марии Быковой, исправившей много ошибок в перво- 

начальных записях; Виктору Прасолову, который нашел еще целый 

ряд ошибок в первом черновике книги; анонимным рецензентам, 

чья конструктивная критика оказала большую помощь. Наконец, 

я признателен Сергею Гельфанду, без чьей поддержки английский 

оригинал этой книги никогда не был бы написан, Юрию Торхову, 

без которого не было бы русского издания, и Борису Френкину, за 

аккуратный перевод оригинала.



Глава 0 

О евклидовой геометрии 

Первая глава этой книги — это глава 1 (см. ниже с.36); глава 

с нулевым номером, которую вы читаете, содержит стандартный 

материал по евклидовой геометрии, который необходимо знать для 

понимания этой книги. Автор чувствует, что большинство читате- 

лей пропустят эту главу, даже если не получили в школе должную 

подготовку по евклидовой геометрии, и перейдут прямо к гл.1. 

Некоторые конкретные факты из евклидовой геометрии кратко 

приводятся в основном тексте, если они требуются в дальнейшем 
изложении. Если же оказывается, что они незнакомы или подзабы- 

лись, то читатель может освежить их в памяти, обратившись к гл. 0 

как к справочнику. 

Мы излагаем евклидову планиметрию аксиоматически. Аксио- 

матика выбрана на основе клейновского подхода к геометрии, так 

что ключевую роль играют преобразования; при этом функция рас- 

стояния задана изначально, как сделано в школьных учебниках гео- 

метрии А. Н. Колмогорова. Наш подход предполагает знание веще- 
ственных чисел и их основных свойств, некоторое знакомство с язы- 
ком наивной теории множеств (серьезное знакомство с самой тео- 

рией множеств не предполагается) и некоторый навык в логических 

рассуждениях, применяемых в математике (таких, например, как 

доказательство от противного, доказательство посредством перебо- 

ра случаев и т. д.). 

80.1. Аксиомы евклидовой планиметрии 

В рассматриваемой геометрии есть неопределяемые понятия 

трех видов: точки, прямые линии и (евклидова) плоскость. Точки 

обозначаются всевозможными заглавными латинскими буквами 

(А, В, С,...,Р,О,..., иногда с добавлением нижних или верхних 

индексов), прямые обозначаются строчным курсивом (т, п, ..., 

также иногда с добавлением нижних или верхних индексов), а плос- 

кость обозначается через Е?. Кроме того, задана функция расстоя- 

ния 4, которая каждой паре точек ставит в соответствие неотрица-
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тельное вещественное число: 

d: (A, B) + d(AB) E R,. 

В дальнейшем для расстояния а(А, В) между двумя точками будем 

использовать и более традиционное обозначение |АВ|. 

Перечисленные объекты удовлетворяют следующим восьми ак- 

сиомам. 

1. Плоскость Е? есть множество всех точек. 

П. Семейство всех прямых состоит из некоторых непустых 

подмножеств плоскости Е?. 
Ш. Для любых двух различных точек А и В существует одна 

и только одна прямая [=АВЕ ®, содержащая эти две точки. 

ГУ. Для любой прямой [Е <? существует хотя бы одна точ- 

ка РЕЕ?, не принадлежащая этой прямой. 
Чтобы сформулировать следующую аксиому, нужно ввести опре- 

деление. Две прямые [; и [5 называются параллельными, если они 

совпадают или не имеют общих точек; если прямые [1 и [. парал- 

лельны, пишем [. ||[5. 
V. Для любой точки РЕЕ? и любой прямой [Е существует 

одна и только одна прямая ГЕ 4%, параллельная прямой [ и содер- 

жащая точку Р. 

УТ. Функция расстояния 4 обладает следующими свойствами: 

(1) а(А, В) =0 в точности тогда, когда А=В; 

(1) а(А, В) =а(В, А) для всех А, ВЕЕ?; 
(10) а(А, В) +а(В, С) >а(А, С) для всех А, В, СЕЕ?; точки А, В, С 

лежат на одной прямой в точности тогда, когда предыдущее нера- 

венство обращается в равенство; 
(1) на прямой [Е < для любой точки Р и любого положитель- 

ного числа р существуют ровно две точки А и В, для которых 

А(А, Р) =а(Р, В) =р. 
Для формулировки последних аксиом потребуются еще некото- 

рые определения. 
Это, во-первых, определение изометрии, играющее ключевую 

роль в подходе Клейна к исследованию евклидовой и других геомет- 

рий (см. 81.4 в гл.1). Изометрия — это биекция В (взаимно одно- 

значное отображение на себя) плоскости Е? с условием сохранения 

расстояний: 

d(B(P), B(Q)) =d(P,Q) длявсех А, ВЕЕ?".
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Следуя традиционной терминологии, мы часто будем называть под- 
множества плоскости Е? (геометрическими) фигурами. Две фигуры 

%, ® с Е? называются конгруэнтными или равными, если суще- 
ствует изометрия ф плоскости, переводящая одну фигуру в другую: 

p(F,) = Fo. 
Теперь определим отношение «между»: если для трех различных 

точек А, В, С выполнено равенство Аа(А, В) +а(В, С) =а(А, С), то мы 

говорим, что точка В лежит между точками А и С на прямой [=АС. 

(Заметим, что по аксиоме Шмы имеем [= АС = СА = АВ = ВА = ВС = 

= CB.) Множество всех точек, лежащих между двумя различными 

точками А и В, обозначается (А, В) и называется интервалом с кон- 

цами Аи В. Добавив концы к интервалу (А, В), получаем отрезок 

с концами А и В, который обозначается [А, В]. Две различные точ- 

ки Ои А задаютлуч с началом О, проходящий через А; он обознача- 

ется [О, А) и является объединением отрезка [O, А] и всех точек В, 

для которых А лежит между О и В. 

Замечание. В некоторых изложениях евклидовой геометрии 

(например у Гильберта, см. дополнение Б) отношение «между» 

считается неопределяемым. В наиболее элементарных учебниках 

планиметрии об этом отношении как таковом не говорится ничего, 

изложение существенно опирается на чертежи и точка считается 

лежащей между двумя другими, если она выглядит так на соответ- 

ствующем чертеже. 
Объединение двух лучей [О, А) и [О0, В} с общим началом О на- 

зывается углом и обозначается ДАОВ или (ВОА; точка О называ- 

ется вершиной угла. Две пересекающиеся прямые АА’ ПВВ'’= О, где 
О лежит между А и А’, а также между В и В’, задают четыре угла: 

ZAOB, ZA’OB’, ZAOB’, ZA’OB; первые два, а также последние два 

называются вертикальными (один относительно другого). Два угла 

с общей стороной, расположенной между двумя другими их сторо- 

нами, называются соседними. Удалив общую сторону двух соседних 

углов, получаем угол, который называется (геометрической) суммой 

двух данных углов. 
Две пересекающиеся прямые, которые образуют четыре кон- 

груэнтных угла, называются перпендикулярными, а эти четыре угла 

называются прямыми углами. Если две стороны данного угла АОВ 

лежат на одной прямой и не имеют общих точек, кроме вершины 

угла, то угол АОВ называется развернутым. 

Теперь мы готовы сформулировать предпоследнюю аксиому.
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Фр | А 

| | [ P l     
Puc. 0.1. Опущенный и восставленный перпендикуляры 

УП. Для любой прямой [Е & и любой точки РЕЕ? существует 

единственный перпендикуляр к [, содержащий Р. 
Отметим, что эта аксиома не уточняет, лежит Р на [ или нет, так 

что возможны две разные иллюстрации к ней (рис. 0.1). Традицион- 

но при преподавании геометрии часто используется выражение вос- 

ставить перпендикуляр к [ из Р во втором случае и опустить пер- 
пендикуляр из Р на [ в первом. В обоих случаях точку пересечения 

перпендикуляра с [ часто называют основанием перпендикуляра. 
Для формулировки последней аксиомы требуется еще одно очень 

важное определение. Пусть [Е — прямая; тогда отражением от 

этой прямой называется соответствие $}: Е? —»Е2, которое каждую 

точку прямой [ оставляет на месте, а каждую точку Р 1 переводит 

в точку Р’:=5$;(Р) на перпендикуляре из Р на [, лежащую с другой 
стороны от основания перпендикуляра на том же расстоянии, что иР. 

УШ. Отражение от любой прямой является изометрией. 

Пусть [ — любая данная прямая, а Р — точка, не принадлежащая 

ей. Полуплоскость, заданная прямой [ и точкой Р, есть множество 

всех таких точек М на плоскости, что отрезок [Р; М] не пересекает [. 

Из определения отражения (с учетом аксиом) немедленно следует, 

что отражение от [ меняет местами две полуплоскости, заданные 

этой прямой. 

$0.2. Комментарий 

0.2.1. Перечисленные выше аксиомы, за исключением аксио- 

мы параллельных У, интуитивно очевидны. В стандартной школь- 

ной модели элементарной геометрии, где плоскость (точнее, ее 

часть) —это кусок бумаги, лежащий на плоском столе, точки от-
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мечены на этой бумаге хорошо заточенным карандашом, прямые 

проведены карандашом, скользящим вдоль края линейки, а рас- 

стояния между точками измеряются обычным образом с помо- 

щью этой линейки, аксиомы [--У и \У1-УШ действительно можно 

воспринимать как экспериментальные факты. Это не относится 

к аксиоме параллельных (прямые бесконечно длинны, но мы не 

можем продолжить их «до бесконечности», чтобы на опыте убе- 

диться, существуют ли параллельные и сколько их). Что касается 

аксиомы отражения (УШ), моделью для нее может служить кусок 

кальки, на котором проведена прямая и отмечена точка: поместим 

его на нашу «бумажную плоскость», на которой также проведена 

прямая [ с отмеченной точкой, и совместим обе прямые и отмечены 
точки, а затем перевернем кальку и снова положим ее на бумажную 

плоскость так, чтобы прямые снова совпали. Если на бумажной 

плоскости дана точка Р, а на кальке ей соответствует точка Р!, то 
после переворачивания кальки точка Р, будет играть роль образа Р' 

точки Р при отражении; сохранение расстояний представляется 

очевидным (кальку невозможно растянуть или сжать). 

0.2.2. Независимость. Аксиомы 1-УШ не являются независи- 

мыми: некоторые их утверждения можно вывести из других акси- 

ом. Более того, неопределяемое понятие «прямая линия» в действи- 
тельно можно строго определить с помощью аксиомы М1, понятия 

множества и неопределяемого понятия «точки». Если это сделать, 
аксиома Ш становится теоремой. 

Гильберт построил строгую систему аксиом евклидовой геомет- 

рии (см. дополнение Б), в которой аксиомы независимы (в том 

смысле, что никакая аксиома не может быть логически выведена из 

всех остальных). Подход Гильберта принципиально важен для осно- 

ваний математики, но не очень хорош в педагогическом смысле. 

0.2.3. Непротиворечивость. Система аксиом, приведенная вы- 

ше, непротиворечива (т.е. из нее нельзя вывести противоречие по- 

средством логически корректных рассуждений), если непротиворе- 

чива теория вещественных чисел. Можно доказать это, построив 

модель этой системы аксиом, т.е. наделив неопределяемые понятия 
конкретным смыслом в теории вещественных чисел таким образом, 

чтобы аксиомы стали теоремами теории вещественных точек. Это 

делается следующим образом: неопределяемое понятие «плоскость» 

интерпретируется как ®2, т.е. как множество всех упорядоченных
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пар вещественных чисел, «точки» —это пары (х, у) Е В>, а «пря- 

мые» — множества таких пар, удовлетворяющие линейным уравне- 

ниям вида ах + Ву + у =0; функция расстояния задается формулой 

d (21, ¥1), (2, Yo) = У бах)? + (и — №). 

Непосредственно проверяется, что такие интерпретации неопреде- 

ляемых понятий удовлетворяют аксиомам 1-—УШ. 

  

0.2.4. Категоричность. Вышеприведенная система аксиом ка- 

тегорична, т.е. любые две ее интерпретации изоморфны в некото- 

ром естественном смысле, который мы здесь не уточняем, так же 

как не касаемся бесхитростного доказательства этого факта. 

0.2.5. Зачем нужен аксиоматический подход? Читатель мо- 

жет поинтересоваться, почему евклидова планиметрия описана здесь 

аксиоматически, хотя можно сделать это гораздо проще, а именно по- 

ложив Е? :=В2, как описано в п. 0.2.3. На это имеются две причины. 

Первая — нужно отдать дань традиционному изложению геометрии 

(с которым, так или иначе, читатель уже имел дело). Вторая причина: 

по мнению автора, координатный подход в геометрии — жалкая кари- 

катура на то, чем в действительности является евклидова геометрия. 

При этом необходимо предупредить читателя, что наше изложе- 

ние, вероятно, более строго и формализовано, чем в традиционных 

школьных учебниках, но и не столь подробно. В частности, дока- 

зательства либо даны в виде набросков, либо полностью опущены 

(но теоремы появляются в логической последовательности, так что 

каждая легко следует из предыдущих теорем и аксиом). Кроме того, 

в этой главе отсутствуют задачи. 

$0.3. Повороты 

0.3.1. Свойства изометрий. Любая изометрия 

(1) переводит прямые в прямые; 

(1) переводит интервалы, отрезки, лучи соответственно в ин- 

тервалы, отрезки, лучи; 

(11) переводит параллельные прямые в параллельные; 

(У) переводит перпендикуляры в перпендикуляры; 

(У) переводит углы в углы; 

кроме того, 

(м1) композиция (последовательное выполнение) двух изометрий 

является изометрией.
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Все эти свойства непосредственно вытекают из соответствую- 

щих определений (и аксиом). 

0.3.2. Определение поворотов. Ориентированный угол — это 

упорядоченная пара лучей с общим началом О (обозначается: 
ДСО, А), [О, В}), точка О называется вершиной ориентированного 

угла). Пусть а:= С ([О, А), [О, В)) — ориентированный угол, [ и т— 
прямые ОА и ОВ соответственно, причем [72 т; тогда композиция 

отражений 51 и $. от прямых [ и т, выполненных в таком порядке, 

будет называться поворотом с центром О на угол 2а и обозначать- 

ся Ва. (Коэффициент 2 в последнем выражении — не опечатка: при 

взгляде на рис. 0.2 становится ясно, откуда он возникает.) 

Roa (P ) 

  
Рис. 0.2. Поворот на угол 2а 

В частном случае, когда поворот определяется ориентирован- 

ным углом а = С ([О, А), [О, В)), где прямые ОА и ОВ перпендику- 

лярны, такой поворот с центром О на угол 2а называется (цен- 

тральной) симметрией с центром О и обозначается 50. 
Окружность с центром О и радиусом г > 0 есть множество всех 

точек М, для которых |ОМ| = г. Если дан поворот на некоторый угол 

а=(([О, А), [О, В)), а также некоторая точка РО, то ее образ Р’ 

при повороте В. заведомо лежит на окружности с центром О и ра- 

диусом |ОР|, что обосновывает термин «поворот» (снова посмотри- 
те на рис. 0.2). Точно так же очевидно, что образом точки О О при 

симметрии $0 с центром О будет точка О’ на прямой ОО, для кото-
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рой |00| =|ОО\|, причем О лежит между О и О’, что снова служит 

обоснованием введенного термина. 

Предложение 0.3.3. Повороты и центральные симметрии, бу- 

дучи композициями изометрий, сами являются изометриями и по- 
тому обладают свойствами (П—(У). 

Теорема 0.3.4. Вертикальные углы конгруэнтны. 

Для доказательства достаточно произвести симметрию с цен- 
тром в вершине угла. 

Пусть даны две параллельные, но не совпадающие прямые иеще 

одна прямая, которая их пересекает. Тогда эти три прямые опреде- 

ляют восемь углов (см. рис. 0.3), распадающихся на две четверки 

равных углов. 

т 
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Рис. 0.3. Равные углы, образованные прямой, пересекающей 

две параллельные 

Формально опишем ситуацию, показанную на рис. 0.3. Пусть 

[ = АВ— прямая, Р— точка, не принадлежащая ей, а [’— прямая, 

параллельная [ и проходящая через Р; далее, пусть т обозначает 

прямую АР (пересекающую параллельные прямые [ и [' в точках А 

иР); С — точка на ['’ стой же стороны от т, что и В; р — такая точка 

на [', что Р лежит между С и 2; Е— такая точка на [, что А лежит 

между Е и В; Е — такая точка на т, что А лежит между ЕиР; @— 

такая точка на т, что Р лежит между С и А. 

Теорема 0.3.5. В описанной ситуации следующие углы равны: 

ХОРА = ZPAB ~ ZEAF ~ ZGPC, 

ZDPG ~ ZFAB ~ ZEAP ~ ZAPC.
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Чтобы доказать равенство СРОА = ДАРВ, произведем симмет- 

рию с центром в середине О отрезка [А, Р]. Равенство ДОРА = ДСРС 

вытекает из теоремы 0.3.4, поскольку это вертикальные углы. Ана- 

логично доказываются остальные равенства. 
Следующее утверждение (о сумме углов треугольника) — одно 

из самых известных в евклидовой геометрии. Оно равносильно «Пя- 

тому постулату» Евклида или нашей аксиоме У. Треугольник АВС, где 

три точки А, В, С (его вершины) не лежат на одной прямой, опреде- 

ляется как объединение трех отрезков [А, В], [В, С], [С, А] (его сто- 

рон); углы АВС, ВСА, САВ называются его (внутренними) углами. 

Следствие 0.3.6. Сумма углов треугольника равна двум пря- 

мым углам. 
Этот факт доказывается непосредственно: проведем через А 

прямую, параллельную ВС, и применим теорему 0.3.4; мы видим 

(см. рис. 0.4), что три рассматриваемых угла сходятся в вершине А, 

образуя развернутый угол, т.е. два прямых угла. 

  

  
  

  

Рис. 0.4. Сумма углов треугольника 

Заметим, что сумма здесь понимается как геометрическая сум- 

ма; позже, введя меру углов, мы сможем сказать в этой ситуации, 

что сумма мер углов равна 180 градусам или Л радианам, в зависи- 

мости от выбранной единицы измерения. 

Следствие 0.3.7. Если две различные прямые перпендикулярны 

одной и той же прямой, то они параллельны. 

Это доказывается от противного исходя из предыдущего след- 
СТВИЯ. 

0.3.8. Параллелограммы. Пусть даны четыре точки А, В, С, О, 

причем никакие три из них не лежат на одной прямой и ника- 

кие два из отрезков [А, В], [В, С], [С,О], [О, А] не пересекаются, 

кроме как в общих концах. Если АВ || СО и ВС || РА, то объедине-
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ние этих четырех отрезков называется параллелограммом. Точки 

А, В, С, р называются вершинами параллелограмма, перечисленные 

четыре отрезка — его сторонами, а отрезки [А, С] и [В, О] — его диа- 

гоналями. Из теоремы 0.3.4 следует, что две пары противополож- 

ных углов параллелограмма АВСЬЮ, а именно ZABD u ZCDB, ZBAC 

и (ОСА, конгруэнтны. Кроме того, пары противоположных сторон 

также конгруэнтны, но будет удобнее доказать это позже. 

$0.4. Параллельные переносы и векторы 

0.4.1. Определение параллельных переносов. Композиция от- 

ражений $1 и $1, где (1, т) — упорядоченная пара параллельных 

прямых, определяет изометрию, которая называется параллельным 

переносом, заданным парой (1, т). Если [= т, то соответствующий 
параллельный перенос — тождественный. Обычно, как читатель на- 
верняка знает, параллельный перенос определяется через понятие 
вектора. Но мы еще не ввели понятие вектора и сделаем это лишь 

в следующем пункте. 

0.4.2. Векторы. Упорядоченная пара точек {О, А} называется 

(закрепленным) вектором с началом в точке О; обозначим его че- 

рез ОА. Используя диагональ параллелограмма, легко определить 
сумму двух векторов с общим началом (которая является вектором 

с тем же началом); используя аксиому расстояния, нетрудно опре- 

делить умножение вектора на скаляр (т.е. на вещественное чис- 
ло), которое снова дает вектор с тем же началом. Легко доказать, 

что множество всех векторов с началом в данной точке евклидовой 

плоскости образует двумерное векторное пространство. Подробно- 
сти предоставляются читателю. 

Два вектора ОА и О’А’ считаются равными или эквивалентными 

(обозначение ОА=О'А`), если ОАО’А’ — параллелограмм либо если 

один из лучей [О, А), [О’, А’) содержит другой и |[ОА| = |О’А'|. Равен- 

ство векторов является отношением эквивалентности (т.е. оно сим- 

метрично, рефлексивно и транзитивно), поэтому множество всех 

векторов (с данным началом) распадается на классы эквивалентно- 

сти; каждый класс эквивалентности 

у: = {ОА: ОА = OpAg}, 
где Ози А, — данные точки, называется свободным вектором. Нетруд- 

но определить сумму двух свободных векторов и умножение свобод- 

ного вектора на скаляр, а затем доказать, что множество всех сво-
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бодных векторов евклидовой плоскости образует двумерное вектор- 

ное пространство. Снова предоставим подробности читателю. 

0.4.3. Построение параллельных переносов. Пусть дан па- 

раллельный перенос Т: Е? —>Е?2, соответствующий упорядоченной 

паре параллельных прямых (1, [). Пусть т — некоторый перпенди- 
куляр к [, а Аи А’ — точки пересечения прямой т с [и Г’ соответ- 

ственно. Число |АА'| назовем расстоянием между параллельными 

прямыми [ и Г. Докажем, что это число определено корректно, 
т.е. не зависит от выбора прямой т. Пусть т’ — другой перпен- 

дикуляр к [, пересекающий [ и [' в точках В и В’ соответственно. 

Тогда из теоремы 0.3.4 и следствия 0.3.6 вытекает, что ти т’ 

перпендикулярны к [' и параллельны друг другу. Далее, симметрия 

с центром в середине О диагонали АВ’ переводит [A, A’] B [В', В] 

(как нетрудно доказать), поэтому |АА!'| = |В’В|, что и требуется. Если 
теперь взять произвольную точку Р и обозначить через Р’=Т(Р) ее 

образ при параллельном переносе, заданном упорядоченной парой 

параллельных прямых (1, [’), то, как нетрудно видеть, |РР'| =2|АА!|. 

Мы только что показали, что любой (свободный) вектор У, 

в частности соответствующий закрепленному вектору АА’, зада- 

ет параллельный перенос Т, : Е? -› Е?, при котором образ каждой 
точки Р —это конец данного вектора с началом Р, т.е. Т,(Р):= О, 

где РОУ. Такое построение параллельного переноса, несомненно, 

знакомо читателю. Легко доказывается 

Теорема 0.4.4. Любой параллельный перенос является изомет- 

рией. Композиция двух параллельных переносов есть параллельный 

перенос, заданный суммой двух векторов, задающих данные переносы. 

$0.5. Свойства треугольника. Конгруэнтность треугольников 

0.5.1. Признаки равенства треугольников. В этом пункте, ис- 

пользуя свойства параллельных переносов, поворотов и отражений, 

мы получим три классических признака равенства треугольников. 

Называют их по-разному: в континентальной Европе просто ну- 
меруют («первый признак», «второй признак», «третий признак»), 

а в США используют более информативные обозначения 54$, АЗА, 
SSS (например, SAS o3HayaeT side-angle-side — «cropoHa-yrou-cTopo- 

на»). Во всех трех случаях мы рассматриваем два данных треуголь- 

ника АВС и А’В’С’ и обозначаем углы в ДАВС через а= (ВАС, 

В =САВС, у=Х АСВ, ав АА’В'С' аналогично через а’, В’, у’.
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Теорема 0.5.2 ($А$). Если в треугольнике один угол и две его 

стороны соответственно равны углу и его сторонам в другом тре- 

угольнике, то треугольники конгруэнтны. 

В наших обозначениях можно записать условие теоремы как 

а=а’, [А, В] = [А’,В'], [А, С] = [А’,С']. 

Параллельный перенос на вектор АА^, а затем соответствующий по- 

ворот отображают [А, В] на [А', В']; обозначим через С” образ точ- 

ки С при композиции такого переноса и поворота. Далее возможны 

два случая соответственно тому, с какой стороны от А’В’ лежит С”. 

Если С” лежит с той же стороны, что и С’, то эти точки совпада- 
ют и все доказано. Если нет, то вначале выполним отражение от 

прямой А’В’, после чего образ точки С” совпадет с С’. Заметим, 
что мы последовательно пользовались тем, что рассматриваемые 

преобразования — изометрии. 

Теорема 0.5.3 (АЗА). Если сторона данного треугольника и уг- 

лы с вершинами в ее концах соответственно равны стороне другого 

треугольника и углам с вершинами в ее концах, то эти треугольни- 

ки конгруэнтны. 

Доказательство этой теоремы, так же как и следующей, анало- 

гично доказательству теоремы 0.5.2. 

Теорема 0.5.4 (555). Если три стороны данного треугольника 

соответственно равны трем сторонам другого треугольника, то 

эти треугольники конгруэнтны. 

Замечание 0.5.5. Не существует «четвертого признака равенства 

треугольников» (А55): не всегда верно, что если у двух треугольников 

равны две стороны и угол, то они конгруэнтны. См. рис. 0.5. 

Рис. 0.5. Неконгруэнтные треугольники 

Замечание 0.5.6. Существует другая формулировка признаков 

равенства треугольников: вместо равенства (в смысле конгруэнтно- 

сти) сторон и/или углов можно говорить о равенстве длин сторон
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и угловых мер. Мы пока не можем этого делать, так как еще не ввели 

«меру угла». 

0.5.7. Замечательные прямые в треугольнике и замечатель- 

ные треугольники. Пусть дан произвольный треугольник АВС. 

Опустив перпендикуляры из вершин на противоположные стороны, 

получаем три отрезка [A,H], [В, 1], [С,/], которые называются 

высотами треугольника. Прямые АК, В$, СТ, которые делят углы 

треугольника АВС на пары равных углов, называются его биссек- 

трисами. Прямые АМ, ВМ и СР, которые соединяют вершины с се- 

рединами М, М и Р противоположных сторон, называются медиа- 

нами треугольника (см. рис. 0.6). 

J 
1 А А 

‘ 255 eet 
B HC B в свом сс 

Рис. 0.6. Высоты, медианы и биссектрисы треугольника 

Позже мы докажем, что каждая тройка этих замечательных ли- 

ний пересекается в одной точке. 

Треугольник называется равнобедренным, если две его стороны 

равны (эти стороны называются боковыми, а третья — основанием). 

Треугольник называется равносторонним, если все три его стороны 

равны. 

Теорема 0.5.8. В равнобедренном треугольнике углы при осно- 

вании конгруэнтны, а медиана, проведенная к основанию, совпадает 

с соответствующей высотой и биссектрисой. 

Для доказательства надо провести медиану к основанию и при- 

менить третий признак равенства треугольников к ААВМ и ААСМ. 
Теорема 0.5.9. В равностороннем треугольнике все три угла 

равны, а все медианы совпадают с соответствующими высотами 

и биссектрисами. 
Это вытекает из предыдущей теоремы. 

$0.6. Гомотетия и подобие 

0.6.1. Гомотетия. Гомотетия с центром О и коэффициентом 
р >0— это преобразование, переводящее каждую точку Р в ко-
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нец Р’ вектора OP’ , rae 

OP’ := p-OP. 

Фигуры, которые переходят друг в друга при гомотетии, называются 

гомотетичными. Гомотетия с коэффициентом р =1 — тождествен- 

ное отображение; если р > 1, то размер фигуры увеличивается, но 

форма сохраняется; если же р < 1, то форма также сохраняется, 
а размер уменьшается. Из определения гомотетии (с учетом акси- 

ом) непосредственно вытекают следующие ее свойства. 

Предложение 0.6.2. Любая гомотетия: 

(1) переводит прямые в прямые, отрезки в отрезки, лучи в лучи; 

(1) переводит параллельные прямые в параллельные; 

(11) переводит перпендикуляры в перпендикуляры, углы в равные 

им углы; 

(У) переводит треугольники в треугольники; 
(\1) переводит окружности в окружности. 

0.6.3. Подобие. Любая композиция изометрий и гомотетий на- 

зывается подобием. Две фигуры, которые переходят друг в друга при 

подобии, называются подобными. Подобие фигур соответствует ин- 

туитивному представлению об одинаковой форме. Из приведенно- 
го определения вытекает, что любое подобие обладает свойствами 

(0—Сл), перечисленными в предложении 0.6.2, причем композиция 

подобий является подобием и каждому подобию соответствует ко- 

эффициент подобия р > 0, для которого |Р’О'| = р: [РО|, где Р, @— 

произвольные точки, а Р’, О’— их образы при данном подобии. 

Следующие теоремы можно назвать признаками подобия тре- 

Угольников. 
Теорема 0.6.4. Два треугольника АВС и А'В’С’, для которых 

|AB| |BC| ICA] 
jAB] BC] iA] const =: 9, подобны. 

Для доказательства подвергнем треугольник А’В’С’ гомотетии 

с коэффициентом р и произвольным центром, а затем применим 
третий признак равенства треугольников (теорема 0.5.4, SSS). 

Теорема 0.6.5. Если у двух треугольников все три угла соответ- 

ственно равны, то треугольники подобны. 
На самом деле достаточно потребовать равенство двух углов, по- 

скольку тогда третьи углы равны автоматически (по следствию 0.3.6). 

Пусть углы при вершинах А, В, С треугольника АВС соответственно
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равны углам при вершинах А’, В’, С’ треугольника A’B’C’. Для доказа- 

тельства теоремы применим гомотетию с коэффициентом р := АТВ? 

а затем применим второй признак равенства треугольников. 

0.6.6. Прямоугольные треугольники. Треугольник называет- 

ся прямоугольным, если один из его углов прямой; противолежа- 
щая ему сторона называется гипотенузой, а остальные две сторо- 
ны — катетами. Поскольку сумма углов треугольника равна двум 

прямым углам, остальные два угла должны быть острыми, т.е. их 

угловая мера (см. п. 0.7.2) меньше л/2. Следующий факт непосред- 

ственно вытекает из теоремы 0.6.5. 

Следствие 0.6.7. Если острый угол прямоугольного треугольни- 

ка равен острому углу другого прямоугольного треугольника, то эти 

треугольники подобны. 

Завершим этот пункт одной из знаменитейших геометрических 

теорем, обычно приписываемой Пифагору, хотя древние египтяне 

и вавилоняне знали ее задолго до Пифагора. 

Теорема 0.6.8 (Пифагор, У в. до н.э.). В прямоугольном тре- 

Угольнике квадрат (длины) гипотенузы равен сумме квадратов 
(Олин) катетов. 

У этой теоремы много доказательств; читатель легко найдет 

сайт, содержащий 93 (!) ее доказательства. Наиболее популярно то, 

которое показано на рис. 0.7 (и известно российским школьникам 

  

  

  
Рис. 0.7. Пифагоровы штаны
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  a Cy -Н Co В 

А С В 

Рис. 0.8. Доказательство теоремы Пифагора 

как «Пифагоровы штаны»), но оно опирается на понятие площади, 

которое мы еще не ввели. 

Вместо этого мы можем сейчас дать простое доказательство, ос- 

нованное на подобии. Пусть ДАВС — треугольник с прямым углом 

при вершине С, углами а при вершине Аи В при вершине В, гипоте- 

нузой с и катетами а и б. Опустим перпендикуляр СН из С на АВ, где 

НЕГА, В]; положим В := |СН|, с1 :=|АН|] и с> := |НВ|. Получаем два 

прямоугольных треугольника, подобных ДАВС, откуда b/c, =c/b 

и а/с =с/а, а поэтому а? = сс. и Ь? =сс:. Сложив два последних 

равенства и учитывая, что с=с: +с2, получаем a? +b? =c?. 

§ 0.7. Измерение углов и тригонометрия 

0.7.1. Измерение углов в градусах. Традиционная угловая ме- 

ра пришла из навигации, где единицей измерения служит градус. 

Разделив окружность на 360 равных дуг и рассмотрев угол между 

двумя лучами, соединяющими центр О окружности с концами такой 

дуги, получаем угол в один градус (1°); если взять, например, кон- 

цы семнадцати соседних дуг А1, 42, ...А1в, то величина угла ОА, А1в 

будет равна 17°, и т. д. Прямые углы равны 90°, так что углы в 180°, 
стороны которых лежат на одной прямой, — это как раз те, о кото- 

рых во времена Евклида говорили, что они «составляют два прямых 

угла». Градусы делятся на «минуты», а минуты на «секунды», но нам 

эти более мелкие меры не потребуются. 

0.7.2. Измерение углов в радианах. Более современная и с ма- 

тематической точки зрения более удобная единица измерения — ра- 

диан. Обычно он определяется в курсах анализа, но здесь мы опре- 

делим радиан как единицу измерения углов, пропорциональную 

градусам, для которой угол в 180° равен углу в Л радиан. Матема-



24 Глава 0. О евклидовой геометрии 
  

тики предпочитают радианы градусам и обычно говорят, например, 

«этот угол равен Л», а не «этот угол равен 180°». 

0.7.3. Тригонометрия треугольника. В элементарной геомет- 

рии (и в нашем изложении) рассматриваются лишь углы неотрица- 

тельной величины, не превосходящей 180°. Соответственно и три- 

гонометрические функции будут определены лишь для углов тре- 
угольников (более общий случай тригонометрических функций от 

произвольных значений аргумента обычно изучается в курсах ана- 

лиза). Пусть дан прямоугольный треугольник НАВ с гипотенузой 

[А, В] длины НП и катетами [Н, 4] и [Н, В] длины а и Ь. Опреде- 

лим тригонометрические функции синус, косинус и тангенс угла 
а= ДАВН как следующие отношения: 

sina:=b/h, cosa:=a/h, tga:=b/a. 

Из этих определений непосредственно следует, что 

  sin a д . ._2 2 
{2а = > =sina, $1 = 1. За = а? cos ( 5 a) sina, sin“a+cos‘a=1 

В произвольном треугольнике (с углами а, В, у и противополож- 
ными сторонами длины а, Ь, с) выполняются классические соотно- 

шения между длинами сторон и синусами (или косинусами) углов. 

Теорема 0.7.4 (теорема синусов). 

sina _ ШВ _ эту 
a bc. 

Для доказательства опустим на АВ перпендикуляр СН, где Н 

лежит на прямой АВ; пусть В :=|СН|; образуются два прямоуголь- 

    

        

С 

С 

Y 

b h a 

Q HL В 
А С В   а) 

Рис. 0.9. Доказательство теорем синусов и косинусов
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ных треугольника, из которых получаем (по определению синуса) 

зша=й/Би зш В =П/а (см. рис. 0.9 а, где показан случай Н Е [А, В]; 

в случае, показанном на рис. 0.9 6, те же равенства выводятся несколь- 

ко иным способом). Из этих равенств без труда получаем соотноше- 
ния $зта/а =зш В /Ь. Второе соотношение доказывается аналогично. 

Теорема 0.7.5 (теорема косинусов). 

а? = 5? + c* — 2bccosa. 

Используем то же построение, что в предыдущем доказатель- 

стве. Положим с: := [А, Н] и с. := [Н, В] (так что с=с1 +с2) и при- 

меним теорему Пифагора к двум прямоугольным треугольникам 

(рис.0.9 а). Получаем а? = с2 + В? и 2 =с: + 12; в силу определе- 
ния косинуса соза = с: /Ь. Из этих трех равенств простыми преоб- 
разованиями получаем нужный результат. В случае, показанном на 

рис. 0.9 6, тот же результат выводится несколько иначе. 

80.8. Свойства окружности 

Напомним, что окружностью с центром О и радиусом г > 0 на- 

зывается множество всех таких точек М, что |ОМ|=г. Если АиВ— 

точки окружности, то отрезок [А, В] называется хордой. Если [А, В] 

содержит центр О, то, очевидно, О — середина отрезка [А, В], кото- 

рый называется диаметром окружности. Если [А, В] — хорда, а С — 
точка на окружности, то мы говорим, что угол САВ стягивает хорду 

[А, В] (или опирается на нее). 

Теорема 0.8.1. Прямая, соединяющая середину хорды с центром 

окружности, перпендикулярна хороде. 

  

Т. В .. 
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А О В 
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Рис. 0.10. Прямые углы в круге
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Пусть М — середина хорды [А, В] (рис. 0.10 а); тогда треугольни- 

ки ОАМ и ОВМ равны по третьему признаку равенства треуголь- 

ников 555 (теорема 0.5.4), поэтому два угла при точке М равны и, 

значит, они оба прямые. 
Теорема 0.8.2. Любой угол, опирающийся на диаметр окружно- 

сти, прямой. 
Пусть [А, В] — диаметр, а С — точка на окружности (рис. 0.106). 

Соединим С с О, и пусть а и В — два полученных угла при точке О. 

Тогда а + В =л (по следствию 0.3.5). Пусть у и б — величины двух 

равных углов в равнобедренных треугольниках ОАС и ОВС соответ- 

ственно. Тогда а+2у=лиВ-+20 =л. Исключив а и В из этих двух 

равенств и подставив выражения для них в равенство а + В =л, 
получаем у +6 =л/2, что и требовалось. 

Прямая называется касательной к окружности, если она имеет 

только одну общую точку с окружностью. 

Теорема 0.8.3. Любая прямая, проходящая через точку на окруж- 

ности и перпендикулярная радиусу, проведенному через эту точку, 

является касательной к окружности. 

Предположим противное. Пусть В — точка пересечения прямой 

с окружностью, отличная от А, где А— конец данного радиуса 

(рис. 0.10 с). Тогда треугольник ОАВ равнобедренный и его углы при 

точках А и В прямые. Но это значит, что сумма его углов больше, 

чем два прямых угла, что противоречит следствию 0.3.6. 

Теорема 0.8.4. Пусть две прямые проходят через точку Т, ле- 

жащую вне окружности с центром О, и касаются этой окружности 

в точках А и В. Тогда отрезки [Т, А] и [Т, В] равны, а луч [Т,О) 

является биссектрисой угла АТВ, т. е. углы АТО и ВТО равны. 

Это непосредственно следует из кон- 

груэнтности треугольников ТАО и ТВО 

(см. рис. 0.11). 

Окружность называется вписанной 

в треугольник, если она касается всех 

трех его сторон, и описанной, если она 

проходит через все его вершины. 

Теорема 0.8.5. Три биссектрисы 
произвольного треугольника пересека- 

ются в одной точке, и эта точка — 

центр вписанной окружности треуголь- 
ника. Рис. 0.11. Равные углы в круге 
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Рис. 0.12. Описанная и вписанная окружность 

Это непосредственно следует из теоремы 0.8.4 (см. рис. 0.12а). 

Теорема 0.8.6. Три серединных перпендикуляра к сторонам тре- 

Угольника [т. е. три перпендикуляра к сторонам, проходящие через 

их середины] пересекаются в одной точке, и эта точка — центр опи- 

санной окружности треугольника. 

Это непосредственно следует из теоремы 0.8.1. 

Теорема 0.8.7. Равные хорды окружности стягиваются равны- 

ми углами. 

Пусть р и С—точки окружности, а [А, В] —ее хорда, причем 

р и С лежат по одну сторону от прямой АВ (последнее допуще- 

ние неявно содержится в утверждении теоремы). Соединим точ- 

ки А, В, С, О с центром О окружности, получив тем самым пять рав- 

BS ES 
Рис. 0.13. Равные углы в окружности 
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нобедренных треугольников. Обозначим углы при их основаниях 

через а, В, у, д, Е, как показано на рис. 0.13 а. Поскольку сумма углов 

каждого из треугольников АВС и АВО равна д, получаем 

2a+2B+2e=n7, 2а+2у+26 =л. 

Вычтя второе равенство из первого и разделив на 2, получаем 

В-+==у +6, что и требовалось. 
Теорема 0.8.8. Пусть угол САВ стягивает хорду [А, В] окруж- 

ности, и пусть ВТ — касательная к окружности в точке В, причем 

Т лежит с той же стороны от АВ, что и С (см. рис. 0.136). Тогда 

углы АСВ и СВТ равны. 

Согласно предыдущей теореме можно без потери общности счи- 

тать, что АС и ВТ параллельны. Тогда нужное равенство следует из 

свойства секущих при параллельных прямых (теорема 0.3.4.). 

380.9. Изометрии плоскости 

Напомним, что изометрия плоскости — это преобразование плос- 

кости, сохраняющее расстояния. Любая изометрия является биек- 

цией плоскости на себя. Мы уже встречали примеры изометрий: 

параллельные переносы, повороты и отражения от прямой. Другой 

тип изометрий описан в следующем пункте. 

0.9.1. Скользящая симметрия. По определению скользящая сим- 

метрия СЕ([, У) — это композиция отражения от прямой [ и парал- 

лельного переноса на вектор У, параллельный этой прямой. Как 

  

        
Рис. 0.14. Скользящая симметрия
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можно видеть на рис. 0.14, скользящие симметрии меняют ориен- 

тацию (правая рука переходит в левую). Если У = 0, то, разумеется, 

скользящая симметрия СЕ(У) — это просто отражение от прямой [. 

Следующая теорема — основная теорема о строении изометрий 
плоскости — утверждает, что не существует изометрий, кроме трех 

типов, перечисленных выше. 

Теорема 0.9.2. Любая изометрия плоскости — либо параллель- 

ный перенос, либо поворот, либо скользящая симметрия. 

Пусть ОАВ — ортонормированный репер (это означает, что от- 

резок [О, А] перпендикулярен [О, В] и |ОА| = |ОВ| = 1); тогда поло- 

жение произвольной точки М на плоскости определяется ее декар- 

товыми координатами (х, у) по отношению к этому реперу. Пусть 

О’А’В' — образ репера ОАДВ, а М’ — образ точки М при данной изо- 
метрии. Тогда точка М’ имеет координаты (х, у) по отношению 

к О’А’В'. Это означает, что любая изометрия полностью определя- 

ется ортонормированным репером и его образом. 

Итак, пусть О’А’В’ — образ ортонормированного репера ОАВ. 

Рассмотрим несколько случаев. 

Сначала рассмотрим случай, когда прямые ОА и О’А' не парал- 

лельны. Тогда они пересекаются в некоторой точке Р. Построим 

окружность, описанную около треугольника ОО’Р, и пусть @ — точ- 

ка пересечения этой окружности с серединным перпендикуляром 

к ОО’, причем О лежит по ту же сторону от ОО’, что и Р. Тогда 

поворот на угол ([О0О), [0О’)) переводит ОвО’и Ав А’ (поскольку 

углы ООР и ОО’Р равны как стягивающие одну и ту же хорду [Q, P], 

см. теорему 0.8.7). 

        

А’ 

В’ О’ 

М В 

" И 
° 

Q 
a) 

Puc. 0.15. OA}O'A’: поворот и скользящая симметрия



30 Глава 0. О евклидовой геометрии 

Далее, возможны два подслучая (см. рис. 0.15а и б): либо только 

что построенный поворот переводит В в В’ (тогда теорема доказана, 

так как поворот переводит данный репер в его образ при данной 

изометрии и потому изометрия совпадает с этим поворотом), либо 

он переводит В в точку В, симметричную точке В’ относительно 

прямой О’А'. 

Во втором подслучае произведем другое построение. Через точ- 

ку Р проведем биссектрису угла ОРО’, а через точку О — прямую Г, 

параллельную этой биссектрисе. Пусть О — основание перпендику- 

ляра, опущенного из О’ на Г, М — середина отрезка [0, О], а [— 

проходящая через М прямая, параллельная [’. Тогда легко видеть, 

что скользящая симметрия (1;У), где у= ОО, переводит репер ОАВ 

в О’А’В’, что доказывает теорему и для этого подслучая. 

Теперь перейдем к случаю, когда прямые ОА и О’А’ параллель- 

ны. Положим 

е, := ОА, е›:= ОВ, е:=О’А’, e, :=O'B’. 

Рассмотрим четыре подслучая: 

(1) векторы каждой из пар (е\; е\) и (е›; е>) направлены проти- 

BOIIOJIOXKHO; 
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Рис. 0.16. ОА || О’А’: поворот, скользящие симметрии 

и параллельный перенос
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(2) векторы первой пары направлены противоположно, а вто- 

рой — одинаково; 

(3) векторы первой пары направлены одинаково, а второй — 

противоположно; 

(4) векторы каждой пары направлены одинаково. 
В подслучае (1) поворот на угол л вокруг середины отрезка 

[О, О’] переводит репер ОАВ в О’А’В'’ (рис. 0.16а), в подслучаях (2) 

и (3) для этого служат скользящие симметрии (рис. 0.16 6, в), а в под- 

случае (4) — параллельный перенос на вектор OO’ (puc. 0.162). 

$0.10. Геометрия пространства 

В этом пункте мы не предполагаем излагать евклидову сте- 

реометрию (или хотя бы суммировать ее основные конструкции 
и факты). Мы лишь приведем (очень естественную, но избыточную) 

систему аксиом евклидовой геометрии трехмерного пространства 

и отметим некоторые факты, относящиеся к изометриям в нем, 

опуская все доказательства и не входя в подробности. 

0.10.1. Аксиомы евклидовой стереометрии. В рассматривае- 

мой теории есть четыре вида неопределяемых понятий: точки, (пря- 

мые) линии, плоскости и (евклидово) пространство. Точки обозна- 

чаются заглавными буквами (А, В,С,...,Р,О,..., иногда с нижними 

или верхними индексами), прямые обозначаются строчным курси- 

вом (т, п,..., также иногда с нижними или верхними индекса- 

ми), плоскости — рукописными заглавными буквами (Ф, 2, &,...), 

а пространство обозначается Е?З. Эти объекты удовлетворяют следу- 

ющим десяти аксиомам. 
[‹. Пространство ЕЗ есть множество всех точек. 

Пс. Все прямые и все плоскости — непустые подмножества про- 

странства Е?. 
Шс Для любых двух точек пространства А, В определено рас- 

стояние между ними а(А, В), и оно удовлетворяет тем же условиям 
(i)—(iv), umo u 6 планиметрии. 

Г;. Каждая плоскость — это евклидова плоскость, т. е. ее точки 

и прямые удовлетворяют всем аксиомам евклидовой планиметрии; 
расстояние на всех плоскостях определяется так, как в аксиоме Шс. 

Отметим, что определение параллельных прямых из аксиомы 
планиметрии У нужно изменить: две прямые в пространстве назы- 

ваются параллельными, если они либо совпадают, либо лежат в од-
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ной плоскости и не имеют общих точек. Две плоскости называются 

параллельными, если они совпадают или не имеют общих точек. 

Vs. Для каждой плоскости ® и каждой точки А существует един- 
ственная плоскость, содержашая А и параллельная плоскости FY. 

В некотором смысле эта аксиома означает, что пространство 

имеет размерность не выше трех; следующая аксиома утверждает, 
что его размерность не ниже трех. 

\[с. Для каждой плоскости существует точка РЕЗ, не содер- 

жашаяся в ней. 

УПс. Для каждых трех точек существует плоскость, проходя- 

щая через них, и если эти точки не лежат на одной прямой, то 
такая плоскость единственна. 

УШС. Если две различные точки лежат в плоскости, то прохо- 

дящая через них прямая целиком лежит в этой плоскости. 

Легко доказать, используя эти аксиомы, что любые две пере- 

секающиеся прямые задают единственную плоскость, содержащую 

их. Прямая [ называется перпендикуляром к плоскости 8, если она 

имеет общую точку Н с ® и перпендикулярна любой прямой, про- 

ходящей через Н и лежащей в плоскости 8. 

[Х;. Для любой плоскости и любой точки АЕЕ? существует 

единственный перпендикуляр к 1, содержащий А. 
Две точки А и В лежат по одну сторону от данной плоско- 

сти 3, если отрезок [А, В] не пересекает ®, и лежат по разные 

стороны от ® в противном случае. Таким образом, любая плос- 

кость определяет два открытых полупространства: каждое из 
них состоит из точек по одну сторону от плоскости, а точки разных 

полупространств лежат по разные стороны от ®. (Замкнутое полу- 

пространство определяется как объединение открытого полупро- 

странства с граничной плоскостью.) Отражение от плоскости ® — 

это преобразование, которое переводит любую точку плоскости 
в себя, а любую точку А, не принадлежащую %#,— в точку А’ на 

той же прямой, перпендикулярной %, причем середина отрезка АА" 

принадлежит $. 

Х;. Отражение от любой плоскости является изометрией. 

Из определения отражения (и аксиом) непосредственно следует, 
что любое отражение от плоскости Ф меняет местами два полу- 

пространства, которые она определяет. 

Замечание. На самом деле аксиомы [Х; и Х; можно вывести из 

других аксиом — в частности, из очень сильной аксиомы ГМ. Мы
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включили их для краткости и чтобы подчеркнуть аналогию между 

двумерной и трехмерной евклидовой геометрией. 

0.10.2. Выпуклые многогранники. Подмножество %’ простран- 

ства Е? (или плоскости Е^) называется выпуклым, если из того, что 

А, ВЕ®, следует, что [А, В] с ®. Из определений непосредственно 

вытекает, что любое открытое полупространство выпукло, так же 

как и замкнутое (аналогичное верно для полуплоскостей). 

Предложение 0.10.3. Пересечение двух выпуклых множеств вы- 

пукло. 

Мы называем выпуклым многогранником пересечение конечно- 

го числа замкнутых полупространств, если это множество ограни- 

чено и имеет внутренние точки (т.е. точки, являющиеся центрами 

шаров, целиком лежащих в нем). Читатель, без сомнения, знаком 

с такими выпуклыми многогранниками, как куб, параллелепипед, 

различные тетраэдры и призмы, и, возможно, слышал о правиль- 
ных многогранниках, например об октаэдре или додекаэдре. 

0.10.4. Изометрии пространства. Напомним, что изометрия 

пространства Е? — это его преобразование, сохраняющее расстоя- 

ния. Любая изометрия является биекцией пространства. Можно дока- 

зать, что любая изометрия является композицией отражений. (Под 

отражением мы всегда понимаем в данном пункте отражение от- 

носительно плоскости.) Перечислим некоторые важные примеры 

изометрий. Следующее утверждение непосредственно вытекает из 

определений. 

(Г) Параллельные переносы. Композиция т двух отражений от- 

носительно параллельных плоскостей || ® называется параллель- 
ным переносом. Как и в двумерном случае, любой параллельный пе- 

ренос можно задать свободным вектором, а именно вектором 2НК, 

где прямая НК перпендикулярна плоскостям отражений и при этом 

Не®, КЕ. 

(1) Повороты вокруг оси. Композиция р двух отражений отно- 

сительно пересекающихся плоскостей FY }{ называется поворотом 

вокруг оси, а именно вокруг прямой [:= ® п 2. Легко показать, что 

ограничение поворота р на произвольную плоскость %, перпенди- 
кулярную прямой [, является поворотом в этой плоскости вокруг 

точки О := # П[ на удвоенный угол между ® и 2. (Определение 

(двугранного) угла между двумя плоскостями предоставляется чи- 

тателю, как и установление направления поворота.)
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Частный случай поворота вокруг оси — осевая симметрия, кото- 

рая является композицией двух отражений относительно перпенди- 

кулярных плоскостей и может быть описана следующим образом: 

чтобы получить образ А’ произвольной точки А, проведем перпен- 
дикуляр АН из А к оси поворота [, [ЭН, и продолжим [А, Н] до 

[А, А’], где |АН| =|НА'|. Осевую симметрию можно также описать 

как поворот вокруг [ на 180°. 

(1) Центральные симметрии. Мы называем центральной сим- 

метрией о’ с центром С преобразование, переводящее произвольную 

точку А в точку А’, симметричную ей относительно С, т.е. в такую 

точку A’, что С является серединой отрезка [А, А’]. Можно посмот- 

реть на ©’ и иначе, определив его как композицию трех отражений 
относительно трех попарно перпендикулярных плоскостях с общей 

точкой О. 

(У) Винтовые движения. Мы называем винтовым движением у 

композицию поворота вокруг оси'и параллельного переноса в на- 

правлении этой оси. Таким образом, можно определить у как ком- 

позицию четырех отражений. Винтовое движение моделирует дви- 

жение шурупа, ввинчивающегося в кусок дерева, и потому часто 
встречается в механике. 

Теорема 0.10.5. Любая изометрия пространства ЕЗ является 

композицией отражений. 

Доказательство не сложно (но трудоемко) и аналогично доказа- 

тельству теоремы 0.59.2, т.е. состоит в рассмотрении различных слу- 

чаев перемещения ортогонального репера при данной изометрии. 

0.10.6. Ориентация. Пусть (е\, е>, ез) = (ОА, ОВ, OC) — ортонор- 

мированный репер, т.е. упорядоченная тройка попарно перпенди- 
кулярных единичных векторов с общим началом О. Другой такой 

репер (е\,‚е›,ез) имеет ту же (соответственно противоположную) 

ориентацию по отношению к (е,е›,ез), если один переводится 

в другой композицией четного (соответственно нечетного) числа 

отражений. Таким образом, (е1, е>, ез) и (е1, е›, —ез) ориентирова- 

ны противоположно. Легко видеть, что множество всех ортонор- 

мированных реперов распадается на два класса эквивалентности 
в отношении ориентации. Выбор одного из этих классов называется 

выбором ориентации. 

В курсах физики (а иногда и математики) понятие «положи- 
тельно ориентированного» репера: вводится вместе с такими фор-
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мулировками, как «правило правой руки» (например, в электроди- 

намике). На самом деле не существует математического способа 

выбрать «каноническую» ориентацию из двух существующих, так 
что выражение «положительно ориентированный репер» математи- 

чески бессмысленно (как и выражения «поворот в положительном 

направлении» или «поворот по часовой стрелке» в планиметрии). 

Изометрии пространства ЕЗ, сохраняющие ориентацию, назы- 

ваются движениями или собственными изометриями. Любое дви- 

жение есть композиция четного числа отражений. Изометрии, не 

сохраняющие ориентацию, называются несобственными. 

0.10.7. Композиции изометрий. Нетрудно доказать следующие 

свойства композиций некоторых типов изометрий: 

(Г) композиция параллельных переносов есть параллельный пере- 

HOC; 

(1) композиция двух поворотов вокруг пересекающихся осей есть 

поворот вокруг оси, проходящей через их общую точку; 

(1) композиция двух отражений есть параллельный перенос или 

поворот в зависимости от того, параллельны или нет плоскости 

отражений; 
(№) композиция двух центральных симметрий есть параллель- 

ный перенос; 

(У) композиция двух движений есть движение; 

(\1) композиция двух несобственных изометрий есть движение. 

В главах 1 и Зэтой книги нас будут интересовать изометрии, свя- 

занные с различными конкретными дву- и трехмерными объектами 

(такими, как квадрат, куб, правильный тетраэдр), и нам потребует- 
ся умение вполне конкретно описывать композицию двух данных 

изометрий (например, эффективно строить ось поворота в случае 

(1) из предыдущего списка).



Глава 1 

Симметрии простейших фигур 

и основные определения 

В этой главе мы изучим пять простейших геометрий (симмет- 

рии равностороннего треугольника, квадрата, куба, окружности 

и сферы), а также модель геометрии так называемой эллиптической 
плоскости. За этими примерами последует главное определение 

нашего курса: геометрия в смысле Клейна есть множество вместе 

с группой преобразований, действующей на нем. Затем мы введем 

полезные общие понятия, относящиеся к группам преобразований. 
Наконец, мы рассмотрим соотношения (которые называются мор- 

физмами или эквивариантными отображениями) между различны- 

ми геометриями, тем самым определив категорию всех геометрий. 
В конце главы собраны задачи (относящиеся к простейшим геомет- 

риям), которые иллюстрируют введенные здесь понятия. 

Но прежде чем приступить к этим темам, кратко напомним 

некоторые термины из элементарной евклидовой геометрии. 

31.1. Изометрии евклидовой плоскости и пространства 

Мы предполагаем, что читатель знаком с основными понятия- 

ми и фактами евклидовой планиметрии и стереометрии. Евклидо- 
ву геометрию можно понимать как аксиоматическую теорию (из- 
лагаемую в школе не слишком строго) или как небольшую главу 

линейной алгебры (описание плоскости В? и пространства R?, cHa6- 

женных стандартной метрикой). Нам неважно, какую из этих двух 

точек зрения принял читатель, и цель этого параграфа — лишь за- 

фиксировать некоторые термины, общие для обоих подходов. 

Изометрия евклидовой плоскости В? (или пространства Е?) 
есть отображение /: Е? -›В? (соответственно {: В3 > 3), которое 
сохраняет расстояние 4 между точками: а((Р); }(О)) =а(Р; О) для 

любой пары точек Р, О на плоскости (соответственно в простран- 

стве). Существуют два типа изометрий: сохраняющие ориентацию 

(они называются движениями или собственными изометриями) 

и меняющие ориентацию (несобственные изометрии).
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На плоскости примерами движений служат параллельные пере- 

носы (заданные фиксированным вектором переноса) и повороты 

(заданные парой (С, а), где С — центр поворота, а — угол поворо- 

та). В пространстве примерами движений также являются парал- 
лельные переносы и повороты (вокруг оси). Поворот в простран- 

стве можно задать парой ([, а), где [— ось поворота, т.е. прямая 
с указанием одного из двух направлений на ней, а — угол поворо- 

та. Поворот ([, &) отображает произвольную точку пространства М 

в точку М’, полученную из М поворотом в плоскости П, перпенди- 

кулярной к [, на угол а против часовой стрелки, если смотреть на 

ПЛОСКОСТЬ «сверху», т.е. из точки, полученной из [ ПП движением 

по [ в указанном направлении. 
Примерами несобственных изометрий на плоскости являются 

отражения (т.е. симметрии относительно прямой). В пространстве 

примерами несобственных изометрий служат зеркальные симмет- 

рии (т.е. отражения относительно плоскости) и центральные сим- 
метрии (т.е. отражения относительно точки). 

Все остальные симметрии евклидовой плоскости и простран- 

ства являются композициями перечисленных выше. 
Читателя, у которого понятия из этого параграфа вызывают за- 

труднения, приглашаем обратиться к соответствующим местам гл. 0. 

$1.2. Симметрии некоторых фигур 

1.2.1. Симметрии равностороннего треугольника. Рассмотрим 

все изометрии равностороннего треугольника АВС, т.е. все его 

отображения на себя, сохраняющие расстояние. (Для определенно- 

сти будем считать, что буквы А, В, С обозначают последовательные 

вершины при обходе против часовой стрелки.) Пусть $д, $в И $с — 

отражения от биссектрис углов треугольника А, В, С. Обозначим 

через го, г!, г› повороты против часовой стрелки вокруг его центра 

тяжести на 0, 120, 240 градусов соответственно. Таким образом, г! 

переводит вершину А в В, ВвС, аСвА. Все эти шесть преобразова- 

ний называются симметриями треугольника АВС, а состоящее из 

них множество обозначается Зут(А). Итак, 

Sym(A) = {п, Г, Го, SA> SB; Sc}. 

Других изометрий у Л нет. Действительно, любая изометрия пе- 

реводит вершины в вершины, а каждое взаимно однозначное соот- 

ветствие между вершинами полностью задает изометрию. (Напри-
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мер, соответствие А-»›В, В-› А, С —›С задает отражение 5с.) Но су- 

ществует лишь шесть различных способов обозначить три точки бук- 

вами А, В, С, так что у А не может быть больше шести изометрий. 

В некотором смысле $Зут(А) — то же самое, что семейство всех 

перестановок трех букв А, В, С; мы уточним это замечание в следу- 

ющей главе. 

Символом * будем обозначать композицию (или произведение) 

изометрий, в частности элементов из 5ут(А), а выражения типа 

г *ж5д будем понимать таким образом, что сначала выполняется 11, 

а затем $_. Ясно, что при композиции двух элементов из Sym(A) 

всегда получается элемент из Зут(А). 

Какой из этих элементов является композицией двух данных — 
легко увидеть, сделав чертеж треугольника АВС и посмотрев, что 

с ним происходит при последовательном выполнении данных изо- 

метрий. Но можно сделать это и без чертежей: достаточно просле- 

ДИТЬ «траекторию» вершин А, В, С. Так, в случае г! *5д поворот г: 

переводит вершину А в В, а затем В переходит в С при симметрии 

д; аналогично В -+ С >Ви С -+ А-»>А, так что вершины А, В, С 

переходят в С, В, А в указанном порядке, и потому г! ж5д =$в. 

Порядок выполнения симметрий существен, поскольку резуль- 

тирующая симметрия может измениться при изменении порядка. 

Так, в нашем примере $4 *г! = $с 7 5в (как читатель может прове- 
рить непосредственно), и потому п *ж54 #5д*п. Таким образом, 

композиция элементов из Зут(А) некоммутативна. 
Композиции всех возможных пар симметрий треугольника А 

наглядно показаны в следующей таблице умножения: 
  

* 1% | m1 | m | Sa | Sp | Sc 
  

lo lo Г To | 5А | 5в | $С 
  

1 |} 1 | m | % | Spl Sc | Sa 
  

Г. Г. lo п | Sc | Sa | SB 
  

Sa | SA | Sc] SB I 0 ry lp 
  

Sp | Sp | Sa 1 Sc|l bh] OIL 
  

Sc | Sc | Sa | Sp UN lp lo                   

Здесь (например) элемент $, на пересечении пятого столбца и тре- 

тьей строки равен $в=7 *5 д, т.е. композиции элементов г и $л в ука- 

занном порядке (сначала выполняется преобразование 11, затем $д).
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Как отмечено выше, композиция некоммутативна, это ясно видно 

из таблицы (она не симметрична относительно главной диагонали). 

Операция композиции * на множестве 5ут(Д) (заведомо) ассо- 

циативна, т.е. (1*]) жК =1х (] жК) для всех i, j,k ¢Sym(A). Muo- 

жество бут(А) содержит тождественное преобразование к} (также 

обозначаемое через 1). Любой элемент 1 из Зут(А) имеет обратный 

Г! т.е. такой элемент, что 1*Г 1 1ж=1. 
Множество бут(А), снабженное операцией композиции *, на- 

зывается группой симметрий равностороннего треугольника. 

=I 

х “\ 

1.2.2. Симметрии квадрата. Pac- 4 

смотрим все изометрии единичного ` 
квадрата Г] = АВСО, т.е. все отобра- 
жения квадрата на себя, сохраняющие 

  

¢ х 

  

      
расстояние. | 

Обозначим через $н, 5у И $ас»› $ъа ОТ- с. PN 5 

ражения от горизонтальной и верти- bd,” ! Sy ““ 
кальной средних линий квадрата, атак- py |,” Wie 

же от диагоналей АС, ВО. Далее, обо- / р ` 

значим через т, г1, го, г. повороты во- Рис. 1.1. Симметрии квадрата 

круг центра квадрата на углы 0, 90, 180, 

270 градусов соответственно. Все эти восемь преобразований называ- 

ются симметриями квадрата. Положим 

Ssym(Q) — то, 1.12.13) SH» Sv> Sac» Spat. 

Как и в случае равностороннего треугольника, композиция любых 
двух симметрий квадрата является симметрией квадрата, и можно 

выписать таблицу умножения, показывающую результат всех по- 

парных композиций: 

ж Г 

Г Г 

Г 

Го 

Гз 

$ 

Sy  



40 — Глава 1. Симметрии простейших фигур и основные определения 
  

Здесь (например) элемент 5, на пересечении шестого столбца 

и четвертой строки равен $, =f ж5н, т.е. композиции преобразова- 

НИЙ Г) И $н В указанном порядке (сначала выполняется преобразо- 

вание г>, затем $). Композиция некоммутативна. 

Очевидно, композиция ассоциативна. Множество З$ут(П) co- 

держит тождественное преобразование г) (также обозначаемое че- 

рез 14 или 1). Любой элемент {Е из бут([]) имеет обратный 1 !, т.е. 

такой элемент, чтож 1 =i7!*i=1. 

Множество $ут([), снабженное операцией композиции, назы- 

вается группой симметрий квадрата. 

1.2.3. Симметрии куба. Пусть 

В = {(х, у, 2) Е ВЗ: 0 <х<10<у<1, 0<5<1} 

— единичный куб. Симметрия куба определяется как его изометри- 

ческое отображение на себя. Композиция двух симметрий является 
симметрией. Сколько их? 

Сначала подсчитаем собственные изометрии куба (отличные от 

тождественной), т.е. все его повороты (вокруг оси) на ненулевые 

углы, которые отображают куб на себя. 

№ 120 cl. 90° 

1 180° 

  
Рис. 1.2. Повороты куба 

Есть три оси, соединяющие центры противоположных граней, 

и углы поворотов вокруг них равны соответственно д /2, 7, 3720/2. 

Есть четыре оси, соединяющие противоположные вершины, 

и углы поворотов вокруг них равны соответственно 27/3 и 47/3. 
Есть шесть осей, соединяющих середины противоположных ребер, 

и вокруг каждой из них возможен лишь один нетождественный 

поворот (на угол д). В итоге получаем (3х 3) + (4х2) + (6х1) =23 

собственные изометрии — или 24, если добавить тождественную.
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Других собственных изометрий у куба нет; мы могли бы сейчас 

доказать этот факт скучным рассуждением, основанным на элемен- 
тарной геометрии, но отложим доказательство до гл. 3, где резуль- 

тат сразу получится с помощью более общего и эффективного ал- 
гебраического метода. 

Куб имеет также 24 несобственные изометрии. Их перечисле- 

нию посвящена задача 1.2 (см. конец главы), для решения которой 

требуется лишь немного пространственного воображения. 

Таким образом, куб имеет 48 изометрий. Все их попарные ком- 

позиции образуют таблицу умножения размера 48 на 48 — слишком 

объемистую для книжной страницы. 
Множество бупа(1°) всех 48 симметрий куба, снабженное опера- 

цией композиции, называется группой симметрий куба; она ассоци- 

ативна, некоммутативна, имеет единицу, а все ее элементы имеют 

обратные, как и в группах симметрий из предыдущих примеров. 

1.2.4. Симметрии окружности. Пусть 

C) = {(x, y) € R?|: x*+y? =1} 

— eqMHWdHaA OKpyxKHOcTb, a Sym(()) — MHo»KecTBO BCex ee H30MET- 
рий. Его элементы бывают двух типов: повороты г, вокруг начала 

координат на углы фЕ [0, 2%) и отражения $, ае [0, п), от прямых, 

проходящих через начало координат, где а обозначает угол (в на- 

правлении против часовой стрелки) между осью абсцисс и данной 

прямой. Композицию поворотов задает (очевидная) формула 

Тр * ry — (ф+ф)тоа 2п› 

где запись то 2л означает, что мы вычитаем 2л из суммы ф +1), 

если последняя больше либо равна 2л. 
Композиция отражений $. и 5в есть поворот на угол |а — В|, 

5ба*5в = Гав). 

Заинтересовавшийся читатель немедленно проверит эту формулу 

на чертеже, сравнив углы, появляющиеся при композиции двух сим- 

метрий. 

Множество всех изометрий окружности, снабженное операцией 

композиции, называется группой симметрий окружности и обозна- 

чается Sym(()). Группа Sym((C)) состоит из бесконечного количе- 

ства элементов. Как и в предыдущих случаях, она ассоциативна, 

некоммутативна, содержит единицу, а все ее элементы имеют об- 

ратные.
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1.2.5. Симметрии сферы. Пусть 

S? := {(x, y) € R?: x7 + y?4+27 =1} 

— единичная сфера. Обозначим через 5ут($3) множество всех ее 

изометрий, а через Во($3) — множество всех ее поворотов (на раз- 

личные углы вокруг различных осей, проходящих через центр сфе- 
ры). Кроме поворотов, группа преобразований 5ут($3) содержит 

отражения относительно различных плоскостей, проходящих через 
центр сферы, ее симметрию относительно центра и композиции 

этих преобразований с поворотами. 

Отражения относительно плоскостей, в отличие от поворотов, ме- 

няют ориентацию сферы. Это означает, что маленькая окружность 

на сфере, ориентированная по часовой стрелке (если мы смотрим 

на сферу извне), при любом отражении преобразуется в окружность, 

ориентированную против часовой стрелки, а изображение левой руки 

на сфере становится изображением правой руки. При этом отраже- 

ние относительно прямой, проходящей через центр сферы, не меняет 

ориентацию (в противоположность отражениям относительно плос- 
костей!), поскольку отражение сферы от прямой — то же самое преоб- 

разование, что и поворот вокруг этой прямой на 180°. С другой сторо- 

ны, отражение сферы относительно ее центра меняет ее ориентацию 

(опять-таки в противоположность отражению плоскости от точки). 

Отметим, что композиция двух отражений относительно плос- 
костей есть поворот (см. задачу 1.10), а композиция двух поворо- 

тов — снова поворот (вопрос о том, на какой угол и вокруг какой 

оси, рассмотрен в задаче 1.11). 

Множество всех изометрий сферы, снабженное операцией ком- 

позиции, называется группой симметрий сферы и обозначается 

бут ($3). Группа 5уп($3) состоит из бесконечного количества эле- 
ментов. Как и в предыдущих случаях, она ассоциативна, некомму- 

тативна, содержит единицу, и все ее элементы имеют обратные. 

1.2.6. Модель эллиптической планиметрии. Рассмотрим мно- 

жество АпЕ($7) всех пар противоположных точек (т.е. пар точек, сим- 

метричных относительно начала координат) на единичной сфере $2; 

таким образом, Ап(($2) состоит не из обычных точек, а из пар точек. 

Теперь рассмотрим семейство (обозначим его О(3)) всех изометрий 

пространства КЗ, оставляющих на месте начало координат... Ясно, 
  

1 В курсах линейной алгебры такие преобразования называются ортогональны- 
ми, а О(3) называется ортогональной группой.
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что любая такая изометрия переводит пару противоположных точек 

в пару противоположных точек и потому отображает множество 

X =Ant(S*) в себя. 
Семейство О(3) преобразований множества Ап(($2) называется 

группой изометрий эллиптической плоскости Римана. Этот объект 

гораздо сложнее, чем предыдущие простейшие геометрии. Мы вер- 
немся к его изучению в ГЛ. 6. 

$1.3. Группы преобразований 

1.3.1. Определения и обозначения. Пусть Х — множество (ко- 

нечное или бесконечное) произвольных элементов, называемых 

точками. По определению группа преобразований С, действующая 

на Х, —это (непустое) множество С биекций множества Х, снаб- 

женное операцией композиции * и удовлетворяющее следующим 

условиям: 

(1) С замкнуто относительно композиции, т.е. для любых преоб- 

разований с, <’ Е С их композиция © * $’ принадлежит С; 

(1) С замкнуто относительно взятия обратных, т.е. для любого 

преобразования & Е С обратное к нему #`' принадлежит С. 

Из этих условий немедленно следует, что С содержит тожде- 

ственное преобразование. Действительно, возьмем любое Е С; 
из условия (И) следует, что 87! е (; из условия (1) следует, что 

g '*ge€G; Ho & \ж& = 14 (по определению обратного элемента), 

и потому 14 Е С. Отметим также, что композиция в С ассоциативна 

(поскольку композиция отображений всегда ассоциативна). 

Если ХЕХ и $ Е С, то хе будет обозначать образ точки х при 

преобразовании $. (Более обычное обозначение &(х) неудобно, по- 
скольку x(g *h) = (xg)h, Ho (g *h)(x) =h(g(x)), т.е. в и Й в правой 

части равенства появляются в обратном порядке.) 

1.3.2. Примеры. Все пять простейших геометрий, рассмотрен- 

ных в предыдущем параграфе, дают примеры групп преобразова- 

ний. Пять групп преобразований 5ут действуют (изометриями) 

соответственно на равностороннем треугольнике, квадрате, кубе, 
окружности и сфере. В последнем примере 1.2.5 ортогональная груп- 

па О(3) действует на пары противоположных точек сферы, и эти 

пары рассматриваются как «точки» «эллиптической плоскости». 

Дальнейшими примерами служат группы преобразований ВЦ(Х), 

состоящие из всех биекций некоторого множества Х. По опреде-
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лению групп преобразований ВЦ(Х) — это наибольшая (по вклю- 

чению) группа преобразований, действующая на данном множе- 

стве Х. Другой крайний случай: любое множество Х имеет группу 

преобразований из одного элемента — тождественного преобразо- 
вания. 

Если множество Х конечно и состоит из п объектов, то группа 

ВИ(Х) всех его биекций называется группой перестановок п объек- 
тов и обозначается >... Эта группа — одно из самых фундаменталь- 

ных понятий в математике. Она играет ключевую роль в общей ал- 

гебре, линейной алгебре и, как мы увидим уже в следующей главе, 

в геометрии. 

1.3.3. Орбиты, стабилизаторы, формула классов. Пусть (Х: С) 
является некоторой группа преобразований, действующей на мно- 

жестве Х, и пусть хЕХ. Тогда орбита элемента х определяется как 

ОтЬ(х) := {хе ЕС} СХ, 

а стабилизатор элемента х — как 

St(x) := {g € Glxg = x} CG. 

Например, если Х =В?, а С — группа поворотов плоскости во- 

круг начала координат, то множество орбит состоит из начала коор- 

динат и всех окружностей с центром в начале координат; стабилиза- 

тор начала координат — вся группа С, а стабилизаторы всех осталь- 
ных точек плоскости тривиальны (т. е. состоят из одного элемента — 

тождественного преобразования 14Е С). 

Пусть (Х : С) — действие конечной группы преобразований С на 

конечном множестве Х. Тогда количество точек в С равно (очевидно) 

|G| = | Orb(x)| x | St(x)I, (1.1) 

где х — произвольный элемент из Х. Пусть теперь множество АСХ 

пересекает каждую орбиту ровно в одной точке. Тогда количество 

точек в Х можно выразить формулой 

= у 2 (1.2) ven |StQ)]’ 

которую называют формулой классов. Эта формула, как и предыду- 

щая, непосредственно следует из определений.
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1.3.4. Фундаментальные области. Пусть Х — подмножество в В" 

(например, само В"), а @ — группа преобразований, действующая 

на Х. Подмножество Ё С Х называется фундаментальной областью 

действия группы С@ на множестве Х, если: 
› Е открыто в Х; 

° Е [| Ев = @ для любого 5 Е С, кроме 8 =19; 
° Х= |) С103(ЁЕ8), где С105(.) обозначает замыкание множества. 

ЕС 

Например, в случае квадрата фундаментальная область дей- 

ствия группы 5ут(О) — это внутренность треугольника АОМ, где 

О — центр квадрата, а М — середина стороны АВ; разумеется, Sym(Q) 

имеет много других фундаментальных областей. Таким образом, 

фундаментальные области не обязательно определяются единствен- 
ным образом. Более того, фундаментальные области не всегда суще- 

ствуют: например, $уп(5`) (и другие «непрерывные» геометрии) не 

имеют фундаментальных областей. 

1.3.";. Морфизмы. Согласно категорному подходу к математи- 

ке, после введения важного класса объектов нужно определить их 

морфизмы, т.е. естественный класс соотношений между ними. Сле- 

дуя этому принципу, говорят, что отображение групп преобразова- 

ний а: а —>Н является гомоморфизмом, если а сохраняет произве- 

дение (результат композиции), т.е. 

а(1*8>) = а(1) жа(е5) для всех 8), 2. EG. (1.3) 

Рассмотрим несколько примеров гомоморфизмов: 

(1) отображение и: бут(П) -+ $ут(1?) получается, если поло- 

жить единичный квадрат на верхнюю грань единичного куба и про- 

должить изометрии квадрата на весь куб естественным образом 
(например, поворот квадрата на 90° продолжим до поворота куба 

на 90° вокруг вертикальной оси, проходящей через центры горизон- 

тальных граней куба); 

(1) отображение у: Sym(A) — Sym((C)) каждому повороту пра- 

вильного треугольника сопоставляет поворот окружности на тот же 

угол, а отражениям $4, 5в, $с — отражения окружности 50, 52л/з, 54п/з; 

(Ш) отображение и: 53 >бут(А) сопоставляет каждой переста- 

новке символов А, В, С изометрию, переставляющую вершины тре- 

угольника А, В, С. 

Читателю предоставляется непосредственно проверить, что эти 

отображения — действительно гомоморфизмы, т.е. выполнено соот- 

ношение (1.3).
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Гомоморфизм а групп преобразований называется мономорфиз- 

мом, если отображение а инъективно (т.е. переводит разные эле- 

менты в разные). Примерами мономорфизмов служат вышеописан- 

ные гомоморфизмы и и т. Гомоморфизм групп преобразований а 
называется эпиморфизмом, если он сюръективен (т.е. является 

отображением на всю группу). Гомоморфизм групп преобразова- 
ний а называется изоморфизмом, если он является и мономорфиз- 

мом, и эпиморфизмом, т.е. если отображение а биективно. 
Две группы преобразований С и Н, действующие на множествах 

ХиуУ соответственно (не исключен случай Х =У), называются изо- 

морфными, если существует изоморфизм ф: С ->Н. Если две изо- 

морфные группы конечны, то они обязательно содержат равное ко- 
личество элементов (но количество точек в множествах, на которых 

они действуют, может различаться, как, например, в случае изо- 

морфных групп 5ущ(А) и 53). Попутно заметим, что $ут(0) и 5. не 

изоморфны, поскольку первая из этих групп состоит из 8 элементов, 

а вторая из 4! = 24. 

1.3.6. Порядок группы. Порядком группы преобразований С 

называется количество ее элементов; мы обозначаем его через |С|. 

Таким образом, 

|Sym(A)|=6, |Sym(O)|=8, a|Sym(Q)| =~. 
Порядок элемента $ из группы преобразований С по определе- 

нию равен наименьшему положительному числу К, для которого 

элемент сжех...*с (К множителей) равен единице; это число обо- 

значается ог4(з). Если такого числа нет, то мы говорим, что $ имеет 

бесконечный порядок. Например, в группе $ут((_)) поворот на 30° 

имеет порядок 12, а поворот на У2л имеет бесконечный порядок. 

(Последний факт вытекает из иррациональности числа V2.) 

1.3.7. Подгруппы. Многие важные классы объектов имеют есте- 

ственно определенные «подобъекты» (например, таковы простран- 

ства и подпространства, многообразия и подмногообразия, алгеб- 

ры и подалгебры). Группы преобразований — не исключение. Дей- 

ствительно, пусть С — группа преобразований. Ее подмножество Н 

называется подгруппой в С, если Н также является группой относи- 

тельно композиции *, т.е. удовлетворяет двум условиям: 

(1) Н замкнуто относительно композиции, т.е. 

8, 'ЕН => gxg’ EH;
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(1) Н замкнуто относительно взятия обратных, т.е. 

geGog eG. 

Согласно этому определению любая группа преобразований С 
имеет по крайней мере две подгруппы: это сама С и ее одноэлемент- 
ная подгруппа {14}, состоящая из единицы (тождественного пре- 

образования). Будем называть эти две подгруппы тривиальными, 
а все остальные нетривиальными. 

Например, в группе $ут(0) множество всех поворотов является 

(нетривиальной) подгруппой (порядка 4); в группе $ут((_)) мно- 

жество, состоящее из тождественного отображения и отражения $ 

является подгруппой порядка 2, множество всех поворотов — под- 
группой бесконечного порядка. 

Если © —элемент порядка К в группе преобразований С, то 

множество из К элементов {8, 2 ж$, ..., 8 же*... же = 14} является 

подгруппой в С порядка К; она называется циклической подгруп- 
пой в @, порожденной элементом g. Эта терминология использу- 

ется и для элемента бесконечного порядка, но тогда подгруппа 

{1, 8,2 1, 8%8,2 1ж9 1, ожежо, ...} также имеет бесконечный по- 
рядок. 

31.4. Категория геометрий 

В этом параграфе мы введем главное определение этого курса 

(определение геометрии), а также дадим определения некоторых 

связанных с ним важных понятий. 

1.4.1. Геометрии в смысле Клейна. Пара (Х : С), где Х —мно- 

жество, а С — действующая на нем группа преобразований, будет 

называться геометрией в смысле Клейна. Шесть примеров из 81.2 

описывают соответственно геометрию равностороннего треуголь- 

ника, геометрию квадрата, геометрию куба, геометрию окружно- 

сти, геометрию сферы и геометрию эллиптической плоскости Рима- 

на. Еще один пример — множество ВП(Х) всех биекций произволь- 

ного множества Х. 

1.4.2. Эрлангенская программа. Идею, что геометрии — это мно- 

жества объектов с действующими на них группами преобразований, 

впервые высказал в городе Эрлангене немецкий математик Феликс 

Клейн в 1872 г. в своей знаменитой лекции, ныне известной как 

«Эрлангенская программа» (русский перевод лекции Клейна см. в [8]).
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Нет сомнения, что все геометрии, известные во времена Клей- 

на, обладают свойством, которое он сформулировал в лекции, и это 

же верно для всех геометрий, созданных после этого. Однако вряд 

ли можно сказать, что это свойство характеризует геометрии: оно 
слишком широко. Так, в смысле формального определения из преды- 

дущего пункта геометрией является группа перестановок, так же 

как любое топологическое пространство, любая абстрактная группа 

и даже любое множество. 

Тем не менее мы будем придерживаться понятия геометрии, вве- 

денного в п.1.4.1, за отсутствием более точного формального опре- 

деления. Такое определение, если бы оно существовало, потребова- 

ло бы наделить (Х : С) дополнительной структурой (помимо действия 

группы С на Х), но в настоящее время неясно, какая это должна быть 

структура. Как можно видеть в таких областях математики, как диф- 

ференциальная геометрия в целом, геометрическая топология и диф- 

ференциальная топология, у специалистов нет единого мнения, где 

в их области кончается геометрия и начинается топология. 

Может быть, определение из п.1.4.1 слишком широко, но его 

достоинство в простоте и втом, что оно позволяет определить очень 

естественную категорию. 

1.4.3. Морфизмы. В соответствии с общим подходом, лежащим 

в основе категорного языка, морфизм из одной геометрии в другую 

нужно определить как отображение из множества точек одной гео- 

метрии в множество точек другой, согласованное с действием соот- 

ветствующих групп преобразований. Точнее, если даны две геомет- 

рии (Х: С) и (У:Н), то морфизм (или эквивариантное отображе- 

ние) из одной в другую есть пара (а, }), состоящая из гомоморфизма 

групп преобразований а: С > Н и отображения множеств {: Х —>У, 

таких что 

Ас) = (од) (а (®)) (1.4) 

для всех хЕХ и всех зе С. Это определение типично для категор- 

ного подхода к математике: на первый взгляд формула (1.4) вообще 

не имеет смысла (не удивительно, что теорию категорий называют 

«абстрактной чепухой»), но в действительности определение совер- 

шенно естественно. 

Чтобы увидеть это, возьмем любую точку х Е Х и применим к ней 

произвольное преобразование $ Е С, переведя ее в точку хз ЕХ. При 

отображении {: Х > У точка х переходит в точку }(х) Е У, а точ-
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ка хе — в точку }(хе) ЕТУ. Как связаны эти две точки? Какое преоб- 

разование (если такое существует) переводит Д(х) в f (xg)? AcHo, 

что если пара отображений (}, а) согласована с действием групп 

преобразований на Х и У, то этим преобразованием может быть 
только &(), и формула (1.4) именно это и утверждает. 

Чтобы проверить, что читатель действительно понял это опреде- 

ление, предлагаем доказать, что &(1) = 1 для любого морфизма (р, а). 

1.4.4. Изоморфные геометрии. В любой математической тео- 

рии изоморфными считаются те объекты, которые эквивалентны, 

т.е. неразличимы в данной теории. Так, в линейной алгебре не 

различаются изоморфные линейные пространства; множества рав- 

ной мощности (т.е. такие, между которыми существует биекция) 

эквивалентны в теории множеств; изоморфные поля неразличимы 

в общей алгебре, конгруэнтные треугольники — в евклидовой пла- 

ниметрии, и т.д. Какие геометрии должны считаться эквивалент- 

ными? Надеемся, что следующее определение покажется читателю 

естественным. 
Две геометрии (Х : С) и (У: Н) называются изоморфными, если су- 

ществуют такая биекция }: Х >У и такой изоморфизм а: С —> Н, что 

f (xg) = (f())(a(g)) для всех х Е Х и всех #8 Е С. 

В этом определении формула повторяет соотношение (1.4) и, таким 

образом, выражает требование, чтобы изоморфизм был морфиз- 

MOM (удовлетворял условию эквивариантности, т.е. был согласован 

с действием группы преобразований), а условия на а и } означают, 

что они являются эквивалентностями, так что определение в целом 

утверждает, что (Х:С) и (У:Н) одинаковы. 

Пока что у нас нет содержательных примеров изоморфных гео- 

метрий. Дальше они появятся в изобилии. Например, мы увидим 

(в гл.10), что полуплоскость Пуанкаре изоморфна модели Кэли— 

Клейна на круге. 

1.4.5. Подгеометрии. Что является подобъектом в категории 

геометрий? Читатель, который освоил категорный язык, не’ обна- 

ружит трудности в следующем определении. Геометрия (С:Х) на- 

зывается подгеометрией геометрии (Н :У), если Х — подмножество 

множества У, а С — подгруппа группы Н. 

С этим определением тесно связано еще одно. Вложение (или 

инъективный морфизм) геометрии (Х : С) в геометрию (У :Н) — это
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такой морфизм ({, а), что а: @ >Н — мономорфизм, а отображение 

}: Х >У инъективно. 

Примеры подгеометрий и вложений геометрий легко получить 

из примеров подгрупп групп преобразований из п. 1.3.7. 

81.5. Некоторые общие замечания 

Примеры из 81.2 (квадрат, куб, окружность) были взяты из эле- 

ментарной школьной геометрии. Это сделано для мотивировки вы- 

бора действия соответствующей группы преобразований. Но теперь 

вернемся к примеру с кубом и забудем школьную геометрию: вме- 

сто куба Г? сего вершинами, ребрами, гранями, углами, внутренни- 

ми точками и прочей структурой рассмотрим абстрактное множе- 

ство точек {А, В, С, О, А’, В', С’, О”} и определим «изометрии куба» 

как множество из 48 биекций; например, «поворот на 270°» вокруг 

вертикальной оси — это биекция 

AB, B-C,C-D, DA, AB, BOC, DOA, 

и аналогично определяются остальные 47 «изометрий». Затем (по- 

прежнему не вспоминая школьную геометрию) можно определить 
вершины, ребра (ГА, В] — ребро, а [А, С’] — нет), грани и доказать, 

что все ребра конгруэнтны, все грани конгруэнтны, «куб» может 
«вращаться» вокруг каждой вершины и т. д. В результате получается 

внутренняя геометрия множества вершин куба. 

Эта геометрия — не то же самое, что геометрия куба (13, бупа(12)), 
описанная в п.1.2.3. Разумеется, группа С, действующая в этих двух 

геометриях, — одна и та же группа порядка 48, но она действует на 

двух различных множествах: (бесконечном) множестве точек куба 

[3 и (конечном) множестве из его восьми вершин А, В, С, О, А’, В’, 

С’, О’. Таким образом, алгебра в обоих случаях одинакова, а геомет- 

рия различна. Геометрия пространственного куба [°, разумеется, 

намного богаче, чем геометрия множества его вершин. Например, 
в пространственном кубе можно рассматривать отрезки прямых, 

устанавливать их конгруэнтность и т.д. 

Отметим также, что геометрические свойства куба 13, рассматри- 

ваемого как подмножество евклидова пространства №3, богаче, чем 
его свойства, обусловленные внутренней геометрией (13: $ут(13)): 

например, лежащие в нем отрезки одинаковой длины, всегда кон- 

груэнтные в геометрии пространства 3, не обязательно конгруэнт- 

ны во внутренней геометрии куба!
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Другой пример: множество трех точек {А, В, С} с двумя преоб- 

разованиями, а именно тождественным преобразованием и «отра- 

жением» 
А->А, В-»С, С-В, 

бесспорно, является геометрией в смысле Клейна. Как ее следует 

назвать? Читатель, несомненно, согласится, что подходящим назва- 

нием будет «внутренняя геометрия множества вершин равнобед- 

ренного треугольника». 

$1.6. Задачи 

1.1. Перечислите все элементы (с указанием их порядка) группы 

симметрий (т.е. изометрий) равностороннего треугольника. Перечис- 

лите все ее подгруппы. Из скольких элементов состоит группа движе- 

ний (т.е. собственных изометрий) равностороннего треугольника? 

1.2. Ответьте на те же вопросы, что в задаче 1.1, для следующих 

фигур: 

а) правильная четырехугольная пирамида; 

6) правильный тетраэдр; в) куб; г)* додекаэдр!; 

д)* икосаэдр; 

е) правильный п-угольник (т.е. правильный многоугольник с п 

сторонами); отдельно рассмотрите случаи четного и нечетного п. 

1.3. Вложите геометрию группы движений квадрата в геомет- 

рию группы движений куба, а геометрию окружности — в геомет- 

рию сферы. 
1.4. При каких п и т геометрию правильного п-угольника мож- 

но вложить в геометрию правильного т-угольника? 

1.5. Пусть С — группа симметрий правильного тетраэдра. Най- 

дите все ее подгруппы порядка 2 и опишите их действие геометри- 

чески. 

1.6. Пусть С + — группа движений куба. Укажите четыре подмно- 

жества куба, на которых С + действует всеми возможными переста- 

новками. 

1.7. Найдите минимальную систему образующих группы сим- 

метрий (т.е. минимальное множество симметрий, композициями 

которых являются все остальные симметрии): 

а) правильного тетраэдра; 6) куба. 
  

1 Здесь и далее звездочка у номера задачи указывает, что задачу следует воспри- 

нимать как трудную.
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1.8. Опишите фундаментальные области группы симметрий: 

а) куба; 6) икосаэдра; в) правильного тетраэдра. 
1.9. Опишите лист Мёбиуса как подмножество проективной 

плоскости (см. главу 12). 

1.10. Покажите, что композиция двух отражений сферы от плос- 

костей, проходящих через ее центр, является поворотом. Найдите ось 

этого поворота и, если дан угол между плоскостями, угол поворота. 

1.11. Даны два поворота сферы. Опишите их композицию.



Глава 2 

Абстрактные группы; задание групп 

определяющими соотношениями 

Чтобы изучать более сложные геометрии, чем геометрии про- 

стейших фигур из предыдущей главы, нужно знать гораздо больше 

из теории групп. Поэтому сейчас мы приведем необходимые факты 

из этой теории (в дальнейшем они используются постоянно). 

Теория групп преобразований восходит к работам нескольких 

великих математиков, таких как Лагранж, Абель, Галуа, Софус Ли, 

Клейн, Артур Кэли, Эли Картан, Герман Вейль. В начале ХХ столе- 

тия алгебраисты решили обобщить эту теорию, создав формальную 

теорию абстрактных групп. В этой главе мы ознакомимся с этой 

формальной теорией и узнаем, что на самом деле это не обобще- 

ние: теорема Кэли (которая завершает эту главу) утверждает, что 

все абстрактные группы —на самом деле группы преобразований. 

Мы также узнаем, что два важных класса групп (свободные группы 

и группы перестановок) имеют определенные свойства универсаль- 
ности. Наконец, мы научимся представлять группы с помощью об- 

разующих и соотношений, что упростит вычисления в группах. 

$2.1. Абстрактные группы 

2.1.1. Группы: что это такое и как с ними обращаться. По 

определению (абстрактная) группа есть множество произвольных 

элементов С с бинарной операцией * (которая обычно называется 

умножением), подчиненной следующим правилам: 

® (аксиома единицы или нейтрального элемента) существует един- 

ственный элемент ее С с тем свойством, что в же=ежа = & для 
любого g EG; : 

® (аксиома обратного элемента) для любого & Е С существует 

единственный элемент 8! С, который называется обратным 

к и удовлетворяет условиям вже '=8 'ж8=е; 

® (akcuoma accoyuamuenocmu) (g *h)*k=g*(h*k) ana Bcex 

g,h,keG.
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Группа (С,*) называется коммутативной или абелевой, если 
зжН=Нже для всех ©, ПЕС (в этом случае операция обычно назы- 

вается сложением и обозначается знаком +, а обратный (противо- 

положный) элемент обозначается —2, анез`'). 

Отметим, что элементы абстрактной группы могут быть объ- 

ектами любой природы, это не обязательно какие-либо биекции, 

а операция * — не обязательно композиция. Точно так же обозначе- 

ние обратного элемента &` ' чисто формально, оно не означает, что 

< ! — отображение, обратное к биекции. 
Три аксиомы группы, перечисленные выше, значительно более 

сильны, чем необходимо. Например, условие единственности в ак- 

сиоме обратного элемента можно опустить, не изменив класс объ- 
ектов, удовлетворяющих этим аксиомам. Определение группы мож- 

но иеще более ослабить, но с точки зрения геометрии это неважно, 

так что мы на этом больше не задерживаемся. 

Из аксиом группы вытекают некоторые следствия, полезные при 

вычислениях с элементами групп. В дальнейшем в этих вычислениях 

мы опускаем символ групповой операции, т.е. пишем зй вместо &*й. 
Первое непосредственное следствие аксиом группы — левое и пра- 

вое правила сокращения, согласно которым можно сокращать выра- 

жения, которые входят в два произведения и стоят в обоих случаях 

слева или в обоих случаях справа, т.е. 

Veh keG gh=gk GSh=k, hg=kg @ h=k. 

В этих формулах верна импликация в обе стороны; читая их справа 

налево, получаем, что можно умножать обе части равенства на один 

и тот же элемент с одной и той же стороны. Разумеется, набран- 

ное курсивом важно, поскольку в неабелевых группах сокращение 
равных величин, стоящих на разных местах при умножении, может 

привести к ложному результату. 
Другое простое, но важное следствие аксиом, — правила реше- 

ния линейных уравнений: 

Vgh,xeG gx=h er x=gth, xg=h & x=hg", 
которые доказываются умножением обеих частей на элемент 8! 

(он существует по аксиоме обратного элемента) соответственно 

слева и справа с использованием ассоциативности и аксиомы еди- 

НИЦЫ.
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Эти два правила постоянно применяются при работе с уравне- 

ниями в группах, как увидит читатель, решая некоторые задачи 

в конце этой главы. 

2.1.2. Примеры групп. Легко видеть, что любая группа преоб- 
разований — это группа. В самом деле, вышеперечисленные аксио- 
мы абстрактных групп хотя и не появляются явно в определении 

групп преобразований, но выполняются для них автоматически: 

их элементы не произвольны — это биекции, операция умножения 

в них тоже не произвольна — это композиция, а в этом случае акси- 

омы ассоциативности и единицы заведомо выполнены. 

Приведем еще некоторые важные примеры групп. 
(Г) Стандартные числовые группы: целые числа по сложению 

($, +), а также рациональные, вещественные и комплексные числа 

по сложению (О, +), (В, +) и (С, +); не равные нулю рациональные, 

вещественные и комплексные числа по умножению (О \ {0}, х), 

(К \ {0}, х) и (С\ {0}, х). Отметим, что не равные нулю целые чис- 

ла не образуют группу по умножению (нет обратных элементов!), 

так же как натуральные числа М не образуют группу по сложе- 

нию (по той же причине). Еще одна приятно устроенная числовая 

группа состоит из комплексных чисел, по модулю равных единице. 

Эту группу с операцией — умножением мы будем обозначать через 

$1 := {8ЕС: |z|=1}. 
(1) Группа вычетов по модулю т, (7„,Ф) (известная также как 

циклическая группа из т элементов); ее элементы — т бесконечных 

множеств целых чисел с одинаковым остатком от деления на на- 

туральное число т; эти множества мы обозначим 0, 1,...т-— 1; их 

сумма Ф обозначается 

i®j := (i+j)mod m, 

где (.) то т обозначает остаток при делении на т. Операция сло- 
жения Ф определена корректно, т.е. не зависит от выбора предста- 

вителей ги } в классах Г и }. В самом деле, если взять 1+ гт вместо 

и ]} +5т вместо }, то 

(i+trm)+U+sm) = i+j+(r+s)m) = (+). 

(11) Группа перестановок п объектов 51: ее элементы — биекции 

множества из п элементов, обозначенных натуральными числами 

{1,2,...п}; будем записывать биекции $Е 5, в виде 

    

s = [i,,i5,.-.,i,], raei, =s(1), i, = s(2),...i, = s(n);
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умножение в группе $, — композиция биекций. Эта группа исклю- 

чительно важна не только в геометрии, но и в линейной алгеб- 
ре, комбинаторике, теории представлений, математической физике 

и т. д. Мы еще вернемся к группам перестановок в этой главе. 
(№) Свободная группа Е,„ = Е(а.,..., а„) с п образующими; ее 

элементы — классы эквивалентности слов, а групповая операция — 

конкатенация (приписывание одного слова к другому); подробное 

определение группы Е, будет дано ниже в п. 2.6.1. 

(У) Группа @Ц(п) невырожденных линейных операторов на про- 

странстве ®"; ее элементами являются (п х п)-матрицы с нену- 

левым определителем, а групповая операция — умножение матриц 

(или, что то же самое, композиция операторов). 

(\1) Группы ортогональных и специальных ортогональных опера- 

торов на пространстве В", обычно обозначаемые О(п) и $О(п). Мы 

предполагаем, что читатель знаком с группами С1.(п), О(п) и $О(п), 

по крайней мере для п =2 ип = 3; в противном случае следует 

обратиться к вводному курсу линейной алгебры. 

2.1.3. Порядок группы и ее элементов, образующие. Поня- 

тия порядка (элементов группы и самой группы), а также образу- 

ющих определяются для абстрактных групп точно так же, как для 
групп преобразований (см. 81.3). В этой книге |С| обозначает по- 

рядок группы С (т.е. количество ее элементов), а ог4(*) обознача- 

ет порядок элемента Е С, т.е. наименьшее целое положительное 

число К, для которого &* =е. Примеры: |25|=5; |$ут((.))| = ©; ane- 

мент ЗЕ 7. имеет порядок ог4(3) = 5; для любого вещественного 

числа х, не равного нулю, в аддитивной группе К имеем огА(х) = о. 

Семейство образующих группы С — это (конечное или бесконеч- 

ное) множество ее элементов 81, 82, ..., через которые можно выра- 
зить любой элемент & из С, т.е. записать его в виде 8 =&''...8, 

ГДе &; равно =1 и gi равно &;. Например, любой ненулевой эле- 

мент из 2, где р простое, составляет (одноэлементное) семейство 

образующих для 2, а Зут((_)) не имеет конечного множества об- 

разующих. Если © — элемент порядка т в группе С, то множество 

{<, 82,...8"_ 1, а" =е} также является группой (это «подгруппа» в С, 
см. определения в п. 2.3.1), а ее порядок равен т. Это оправдывает 

определение одного и того же термина «порядок» для групп и их эле- 

ментов, хотя на первый взгляд эти понятия представляются весьма 
различными.
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$2.2. Морфизмы групп 

В соответствии с категорным подходом, как только мы опре- 
делили интересный класс объектов, в данном случае групп, нужно 
определить их морфизмы. 

2.2.1. Определения. Пусть (С,*) и (Н,х) — две группы; отоб- 

ражение ф: С -»Н называется гомоморфизмом (или морфизмом 

групп), если оно согласовано с операциями, т.е. 

P(g) * 82) = Y(gy) * y(g2). 

Таким образом, вложение 2, > В, п-›п, является морфизмом, а вло- 

жение (© \ {0}, х) ->› (О, +) не является (оно не согласовано с опе- 

рациями, например 2х3#2-+3). 

По определению гомоморфизм ф является мономорфизмом (со- 
ответственно эпиморфизмом или изоморфизмом), если отображе- 

ние ф инъективно (соответственно сюръективно или биективно). 

С точки зрения общей алгебры изоморфные группы идентичны. 

2.2.2. Примеры. Группа Sym(A) изометрий равностороннего 

треугольника изоморфна группе перестановок $3, группа Sym(C)) 

изоморфна О(2); существуют очевидные мономорфизмы группы 

поворотов Кок) в $0(2) и группы 23 в 215; имеется не менее 

очевидный эпиморфизм группы 0 на 217. 

§ 2.3. Подгруппы 

Содержательные математические объекты должны быть не толь- 

ко связаны морфизмами, но и иметь естественно определенные по- 

добъекты. 

2.3.1. Определения и примеры. Подгруппа Н группы С — это 

ее подмножество, удовлетворяющее аксиомам группы. Отметим, 
что при проверке того, что Н — подгруппа в С, нет необходимо- 

сти проверять все аксиомы группы: достаточно убедиться, что мно- 

жество Н замкнуто относительно умножения и взятия обратных. 

Любая неодноэлементная группа С включает хотя бы две подгруп- 

пы: одноэлементную подгруппу, состоящую из единицы ее С, и са- 

му группу С. Иногда эти две подгруппы называют тривиальными, 

и при изучении строения групп, разумеется, представляют интерес 
нетривиальные подгруппы.
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Примеры: Во{((_)) — подгруппа в группе $ут(()), множество 

{[1234], [2134] } — подгруппа в 5,, множество {0, 5, 10} — подгруп- 

пав 7.15, а {0, 5, 11} — не подгруппа. 

2.3.2. Разбиение группы на смежные классы. Пусть Н — под- 

группа в С. (Левым.) смежным классом &Н С С, где се С, называется 

множество всех элементов вида ей, ПЕН. Аналогично определяют- 

ся правые смежные классы Не. Правые, так же как и левые, смеж- 

ные классы образуют разбиение множества всех элементов группы, 

т.е. два смежных класса либо не пересекаются, либо совпадают. 
Чтобы убедиться в этом, достаточно показать, что если два 

смежных класса имеют общий элемент $ Е &Н П &Н, то любой 

элемент из &:Н принадлежит 8$2Н и обратно. Пусть $ Ез.Н (т.е. 

2 =®1Н для некоторого ЙЕН); надо показать, что 9 Е <2Н, т.е. надо 

найти такое Й,ЕН, что 8=8Н... 
Поскольку $ Е з!Н П &>Н, существуют hi, ho ЕН, для которых 

gh, == oho, oTKyna g, =8h.(h,) 1. Теперь можно записать 

g= gih = Boho(hy) В = 82 (В.В) 1) = goh,., 

где Й.. — это В. (В) В, а поскольку Й. принадлежит Н (как про- 

изведение элементов из Н), мы доказали, что ЕН => 8 Ез.Н. 

Обратная импликация доказывается симметрично (поменяем ме- 

стами индексы 1 и 2). 
Таким образом, мы разбили С на левые смежные классы. Разби- 

ение на правые смежные классы получается аналогично. 
Отметим, что все смежные классы содержат одинаковое коли- 

чество элементов (конечное или бесконечное), поскольку суще- 

ствует очевидная биекция между любым смежным классом и под- 
группой Н. Для левых смежных классов эта биекция имеет вид 

gH>ghmheudH. 

$2.4. Теорема Лагранжа 

Следствие из элементарной теоремы, доказанное ниже, — это 
первая структурная теорема об абстрактных группах. Она была до- 

казана (для групп преобразований) два века назад Лагранжем. 

Теорема 2.4.1. Если Н — подгруппа конечной группы С, то поря- 

док группы Н делит порядок группы С. 

Доказательство. Смежные классы по подгруппе Н группы С об- 

разуют разбиение множества элементов группы С (см. п. 2.3.2), и каж- 

дый из них содержит такое же количество элементов, как Н. 0
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Следствие 2.4.2. Любая группа С простого порядка р изоморф- 

на группе Z,. 

Доказательство. Пусть < Е С, же, а т— наименьшее нату- 

ральное число, для которого ©" =е. Тогда легко видеть, что Н := 

= {e, g, g’,...,g” 1} — подгруппа в С. Из теоремы 2.4.1 следует, что 
т делит р. Это возможно лишь при т = р, но тогда группы Н=С 

и 2, очевидно, изоморфны. м 

$2.5. Факторгруппы 

Хорошо устроенные математические объекты часто имеют есте- 

ственно определенные «факторобъекты», которые получаются «де- 
лением» данного объекта на некоторый подобъект (наверно, чи- 

тателю знаком такой пример, как факторпространства в линейной 

алгебре). Построение «факторгрупп» таким путем возможно, лишь 

если используемая подгруппа в каком-то смысле «хорошо устроена», 

и мы начнем с определения таких подгрупп. 

2.5.1. Нормальные подгруппы. Подгруппа Н с С называется 

нормальной, если ®Н®`' =Н для любого ЕС, т.е. при любом ЙЕН 

и любом зе С выполнено включение з \НеЕН. 

Примером нормальной подгруппы служит множество {0, 5, 10} 

ш 215. Более общим образом, любая подгруппа абелевой группы 

заведомо нормальна. 

В качестве примера подгруппы, которая не нормальна, рассмот- 

рим подмножество О := {е = [1, 2, 3, 4], [2, 1, 3, 4] } в группе переста- 

HOBOK S,. Множество О, очевидно, является подгруппой (изоморф- 

ной 22) в группе 54, но эта подгруппа не нормальна, поскольку 

[4, 1,2, 3] [2, 1, 3, 4] [2, 3, 4, 1] = [1, 3, 2,4] О. 

2.5.2. Построение факторгрупп. Если Н — нормальная подгруп- 

па в С, то существует корректно определенная операция на множе- 

стве смежных классов по ней: произведение двух смежных классов 

есть смежный класс, содержащий произведения любых двух элемен- 

тов этих смежных классов. Для левых смежных классов это можно 

записать в виде g,H goH := 2) 20H. 

Чтобы доказать корректность введенной операции, нужно пока- 

зать, что если заменить $1 на другой элемент 8, U3 Hg), a go 3aMe- 

нить на другой элемент 82 из Но, то Нз>Н =®Нз>Н. Без потери 

общности достаточно рассмотреть замену лишь одного элемента,
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например $1. Тогда 81 = $1 hy для некоторого hy еН. Нужно доказать, 

ЧТО 8182 Е 8! &>Н, т.е. что существует Й„, для которого 2) 85 = 2) 8oh,. 

Заменив 8&| его выражением $1 В. (см. выше), приведем предыдущее 

равенство к виду _ 

81h1 82 = 81 82h,. 

Разрешив это (линейное) уравнение относительно Й,, получаем 

h, =g5 11, <>. Напомним, что подгруппа Н нормальна, поэтому пра- 
вая часть предыдущего равенства принадлежит Н. Таким образом, 

мы нашли нужный элемент В. ЕН, тем самым доказав, что произ- 

ведение смежных классов определено корректно. 

Семейство всех смежных классов с такой операцией умножения 
называется факторгруппой группы С по Н и обозначается С/Н. Лег- 

ко показать, что С/Н удовлетворяет аксиомам групп. 

Пример: в аддитивной группе целых чисел (2, +) элементы вида 

5К, КЕ, составляют нормальную подгруппу (бесконечного поряд- 

ка), обозначаемую 570; соответствующая факторгруппа 2/52, изо- 

морфна группе Zs. 

$2.6. Свободные группы и группы перестановок 

В этом параграфе мы рассмотрим два класса групп: свободные 
группы (группы «с минимумом структуры») и группы перестановок 

(группы «с максимумом структуры»). 

2.6.1. Свободные группы. Пусть {а1, ..., ак} — некоторое мно- 

жество символов. Тогда множество формальных символов (называ- 

емых буквами) 

_ ~] —1 А := <е, а1, .... ака ,....а, } 

будет нашим алфавитом. Строка букв из нашего алфавита будет 

называться словом. Два слова и») и и называются эквивалент- 

ными, если можно получить одно из другого применением следу- 
ющих тривиальных соотношений: аа; ' = a; 1а; =е для любого i 

и ае=еа =а для любого ае А; например, 

1 1 aa," ~ алаз'е ~ a,a,°a2a5' ~ a\da, d2ea, . 

Произведение двух слов определяется как их конкатенация (т.е. ре- 

зультат приписывания одного к другому). Свободная группа с обра- 

зующими а, ..., ак определяется как множество всех классов экви- 

валентности слов с операцией умножения (конкатенации) и обо-



8 2.6. Свободные группы и группы перестановок 61 
  

значается Е, = Е[а1,..., а,]. Опустим непосредственную проверку 

того, что конкатенация корректно определена на классах эквива- 

лентности (т.е. замена элементов на эквивалентные приводит к за- 

мене результата конкатенации на эквивалентный). 

В частности, свободная группа Е[а] изоморфна (2, +), тогда как 

группа Е[а1, а>] некоммутативна. 

2.6.2. Группы перестановок. Группа перестановок $; на п объ- 

ектах была определена в п. 2.1.2 как семейство всех биекций множе- 

ства {1, 2, ..., п} с операцией композиции; S, состоит из п!=1.2.....п 

элементов, обозначаемых [11, ..., |], где 1х := В (К), а В обозначает 

биекцию, соответствующую данной перестановке. 
Группу перестановок 5. можно геометрически интерпретиро- 

вать как группу изометрий $Зут(А) равностороннего треугольника, 

а 5. изоморфна группе изометрий правильного тетраэдра (как мы 

увидим в следующей главе). 

2.6.3. Теорема универсальности. Оказывается, группы пере- 

становок и свободные группы имеют важные свойства «универсаль- 

ности». 
Теорема 2.6.4. (1) Для любой конечной группы С существует ее 

мономорфизм в $, при некотором п. 
(1) Для любой группы С с конечным количеством п образующих 

существует эпиморфизм свободной группы Е, на С. 

Доказательство. (1!) Пусть |С| =пи 2 ЕС; тогда отображение 

В„:С —>5„ вида В»: 8 „> 880 

является мономорфизмом. Действительно, это заведомо гомоморфизм 

(равенство В, В. =В.. выполнено, поскольку оба отображения за- 

даны правилом g —> 86081). Гомоморфизм В. инъективен, так как из 
равенства 205 = 08’ следует, что & = #'’, по правилу сокращения. 

(И) Пусть &1, ..., ®— множество образующих группы @. Тогда 

отображение 

а: Е[а1,....а,]-С вида а(а;) =, t=1,...,n 

заведомо является гомоморфизмом. Оно сюръективно, поскольку 

каждый элемент 8; 8;....8;” © С, где все &; равны -Е1, получается при 
2 2 & 

отображении а из элемента а а;...а;” еЕ[а., ..., ал]. O 
m
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$2.7. Задание групп определяющими соотношениями 

Речь пойдет о задании группы посредством уравнений (которые 

называются определяющими соотношениями) между образующими 

группы. Это сводит конкретные вычисления в группе к формально- 

му преобразованию слов по простым правилам. Формальное опре- 
деление нетрудно сформулировать, но не столь просто воспринять, 

поэтому начнем с примеров. 

2.7.1. Примеры задания групп определяющими соотношени- 

ями. (1) Рассмотрим все слова в трехбуквенном алфавите {е, аа}, 

т.е. выражения вида еаа`'аае, а 'аеааа и т.п. Будем говорить, что 

два слова эквивалентны, если можно преобразовать одно слово 

в другое посредством тривиальных соотношений аа =е=а 'а 

и ае =еа =а и равенства a> =1 (Kak обычно, а” означает ааааа). 

Ясно, что это отношение удовлетворяет определению эквивалент- 
ности, т.е. оно рефлексивно, симметрично и транзитивно, так что 

множество всех слов распадается на классы эквивалентности. Опре- 

делим произведение двух классов эквивалентности как класс, со- 

держащий конкатенации любых двух элементов из данных клас- 

сов. Легко видеть, что такое произведение корректно определено, 

т.е. не зависит от выбора представителей в классах. Очевидно, 

получится пять классов эквивалентности (заданных элементами 

а, а?, аз, а*, а` =е), и они образуют группу относительно опреде- 
ленной выше операции умножения. Ясно, что полученная группа 

изоморфна 4. 
(1) Теперь рассмотрим слова в пятибуквенном алфавите {е, 5, 

51 }. Будем говорить, что два слова эквивалентны, если одно преоб- 

разуется в другое посредством тривиальных соотношений (которые 

мы снова не будем выписывать) и равенств sé =s5 =€ $15251=52$152 

(последнее известно как тождество Артина). Определив произведе- 

ние соответствующих классов эквивалентности, как в предыдущем 
примере, получаем группу, изоморфную 5.3 (см. ниже задачу 2.9). 

2.7.2. Формальное определение. Задание группы определяю- 

щими соотношениями формально определяется следующим обра- 

зом. Рассмотрим выражение вида 

С = (81, .... 2, : Ва, ..., Вь), 

где К\,...Вх — слова в алфавите А = {31, ..., 2181 ', ... 8-1}; слова К, 

называются определяющими соотношениями; группа С определяет-
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ся своим представлением в виде факторгруппы 

Flg,,; eee g,1/{R1, eee R,}, 

rye {R,,...,R,}—HavMMeHbuadA (по включению) нормальная под- 

группа свободной группы Е[$1, ..., 8], содержащая элементы (опре- 

деляющие соотношения) Ку, ..., Ву. 

Может быть, это формальное определение непросто для пони- 

мания, но суть его проста. Элементы группы С, о которой идет 

речь, — это слова в алфавите А, определенные с точностью до три- 
виальных соотношений (см. выше п. 2.6.1) и до всех определяющих 

соотношений К! =е, ..., Е‹ =е; произведение равно конкатенации 

(и определено корректно). 

Вот некоторые примеры: 

(1) группа 2 = (а:а") — это циклическая группа из т элементов; 

(И) группа Е[<1, ..., @,] = ($1,..., 8, : )— это свободная группа 

с п образующими (в угловых скобках после двоеточия ничего нет, 

поскольку в свободной группе нет определяющих соотношений); 

(11) группу перестановок четырех элементов можно задать соот- 

ношениями 

— . с2 с2 с2 —1—1 -1.-1,.-1 -1.-1 

Дальнейшие подробности и примеры приведены среди задач 

К этой главе. 

$2.8. Теорема Кэли 

Следующая теорема (принадлежащая британскому математику 

Артуру Кэли) показывает, что понятие абстрактной группы на са- 

мом деле не является обобщением: все группы — в действительно- 

сти группы преобразований! 

Теорема 2.8.1. Любая группа С является группой преобразова- 

ний именно С действует на множестве элементов С правыми умно- 

жениями: 8 => 88 для любого 85 Е С. 
Доказательство. Во-первых, нужно показать, что соответствие 

#-> #2 является биекцией при любом 8%, Е С. Но это очевидно: со- 

ответствие инъективно (согласно правилу сокращения) и сюръек- 

тивно (при действии элемента 2, любой элемент ПЕС получается 

из элемента Й&о 1). Далее, нужно проверить аксиомы групп преоб- 

разований (см. п. 1.3.1). Эта проверка также очевидна: совокупность 

преобразований, заданных элементами из С, замкнута относитель- 

но композиции (поскольку это верно для элементов из С) и отно-
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сительно взятия обратных (преобразование, обратное к заданному 

элементом $0, задано элементом 85 1). 0 

Следствие 2.8.2. Любая группа является геометрией в смысле 

Клейна (т.е. в смысле формального определения из п. 1.4.1). 
Это следствие показывает (как мы ранее отметили), что опре- 

деление геометрии из п. 1.4.1 в действительности слишком широ- 

ко; чтобы получить объект, который будет настоящей геометрией по 

мнению большинства математиков, и нужны дополнительные огра- 

ничения на множество элементов и группу преобразований. Однако 

по этому вопросу не видно формального согласия среди математиков, 

так что необходимые «дополнительные ограничения» — дело вкуса, 

и в этом курсе мы их не конкретизируем (по крайней мере на фор- 

мальном уровне). 

$2.9. Задачи 

2.1. Опишите все конечные группы порядка не выше 6 и дайте 

каждой из них геометрическую интерпретацию. 

2.2. Опишите все (нетривиальные) нормальные подгруппы и со- 

ответствующие факторгруппы: 
а) группы изометрий равностороннего треугольника; 

6) группы изометрий правильного тетраэдра. 

2.3. Пусть С — группа движений плоскости, Р — подгруппа па- 

раллельных переносов, К — подгруппа поворотов с фиксированным 
центром О. Докажите, что подгруппа Р нормальна, а факторгруппа 

С/Р изоморфна группе К. 
2.4. Докажите, что если порядок подгруппы равен половине по- 

рядка группы (т.е. подгруппа имеет индекс 2), то подгруппа нор- 

мальна. 
2.5. Найдите все орбиты и стабилизаторы всех точек в группе С с 

С 510, Которая порождена перестановкой [5, 8, 3, 9, 4, 10, 6,2, 1,7] Е 

е 51, действующей на множестве {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. 

2.6. Найдите максимальный порядок элементов в группе: а) 55; 

6) $13. 
2.7. Найдите наименьшее натуральное число п, при котором 

группа 513 не содержит элементов порядка п. 
2.8. Докажите, что группа перестановок 5, порождена транспо- 

зицией (1 2) := [2,1,3,4,..., п] и циклом (12... п) := [2, 3, ...,п,1]. 

2.9. Найдите два способа задать группу симметрий равносто- 

роннего треугольника образующими и соотношениями.
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2.10. Сколько существует гомоморфизмов свободной группы 

с двумя образующими в группу перестановок $3? Сколько из них 

являются эпиморфизмами? 

2.11. Докажите, что группа, заданная в виде (a,b: a* =b" = 

=а 'Баь=1), изоморфна группе диэдра О, (которая определяется 

в ГЛ. 3). 

2.12. Покажите, что если в некоторой группе элементы а и Б 

удовлетворяют соотношениям а? = =1 ира =а?, тоа=1.



Глава 3 

Конечные подгруппы в группе $0(3) 

и платоновы тела 

Эта глава посвящена классификации правильных многогранни- 

ков (пяти так называемых «платоновых тел»), изображенных ниже: 

= А 

Spo 
Доказательство классификационной теоремы, приведенное здесь, 

опирается на теорию групп, точнее на рассмотрение конечных под- 

групп группы изометрий двумерной сферы. 

$ 3.1. Платоновы тела в искусстве, философии и науке 

Совершенство формы правильных многогранников привлека- 

ло великого художника и мыслителя Леонардо да Винчи, который 

  
Рис. 3.1. Гравюры да Винчи: икосаэдр и додекаэдр
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изображал их различными способами. Рисунок 3.1 воспроизводит 

две его гравюры правильных многогранников. 

Некоторые философы и естествоиспытатели чувствовали почти 

мистическое влечение к этим удивительно симметричным формам. 
Так, великий астроном Кеплер обнаружил, что расстояния от пла- 

нет до Солнца можно вычислить исходя из системы вписанных друг 

в друга платоновых тел (рис. 3.2 воспроизводит его причудливую 

гравюру). 

  

  

  

    
Рис. 3.2. Кеплеровская теория планетных орбит
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На гравюре показан куб, вписанный в сферу, меньшая сфера, 

вписанная в этот куб, далее тетраэдр, вписанный в эту вторую сфе- 

ру, третья сфера, додекаэдр, сфера, октаэдр, сфера, икосаэдр. Кеплер 

утверждал, что расстояния от пяти планет до Солнца пропорцио- 
нальны расстояниям от вершин пяти вложенных многогранников 
до их общего центра симметрии. Он рассматривал это «открытие» 

как свое главное научное достижение, гораздо более значительное, 

чем три закона астрономии, которые носят его имя. К счастью для 

его самолюбия, он не дожил до дня, когда более точные измерения 

расстояний между Солнцем и планетами показали, что представле- 
ния Кеплера были ошибочны. 

Пять правильных многогранников были известны древним гре- 
кам, в частности философу Платону, выражавшему восхищение их 

уникальным совершенством столь ярко, что сегодня их часто на- 

зывают «платоновыми телами». Разумеется, Платону нельзя припи- 

сать честь их открытия (они были известны и раньше), но оста- 

ется неясным, кто открыл их на самом деле. Неочевидно также, 

что древние греки умели доказывать отсутствие других правиль- 

ных многогранников или хотя бы ощущали необходимость такого 

доказательства. Можно лишь предполагать, что у Архимеда такое 

доказательство было и, возможно, оно было известно уже пифаго- 
рейской школе. 

Во всяком случае известно, что Пифагор интересовался пра- 
вильными многогранниками в связи со своей теорией «поющих 

сфер». В ХХ веке его идеи возродилась в работах немецкого физика 

Гейзенберга, но описание этих идей выходят за рамки учебника 
математики. 

$3.2. Конечные подгруппы в группе $0(3) 

Как отмечено выше, главная цель этой главы — доказать, что пра- 

вильные трехмерные многогранники исчерпываются пятью плато- 

новыми телами. Доказательство, которое мы здесь дадим, по суще- 

ству принадлежит теории групп (мы сводим задачу классификации 
правильных многогранников к классификации конечных подгрупп 

специальной ортогональной группы $0(3) или, что то же самое, 

группы движений сферы 52). Это доказательство вполне естествен- 

но и в сущности более геометрично, чем утомительное стереомет- 
рическое доказательство, известное до появления понятия группы 
преобразований.
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Вернемся к геометрии (кратко рассмотренной в гл. 1, см. п. 1.2.5) 

двумерной сферы 

Х = $2 := {(x, у, $) = В?: x? + y* +22 = }}, 

которая задана действием группы изометрий 5$ут($?). (В курсах 

линейной алгебры эта группа определяется другим (но эквивалент- 

ным) способом, называется ортогональной группой и обычно обо- 

значается О(3).) Здесь мы будем иметь дело с подгруппой груп- 

пы О(3) = $ут($2), состоящей из поворотов, а именно с группой 

Rot(S*), каждый элемент которой — поворот сферы на некоторый 

угол ф, О<ф <2л, вокруг некоторой оси, проходящей через начало 

координат. 

Наша цель — найти все конечные подгруппы в группе $0(3). 

Начнем с некоторых примеров конечных подгрупп в группах О(3) 

vu SO(3). 

3.2.1. Моноэдральная группа 2„ для произвольного n 2 2. Ee 

п элементов — повороты вокруг одной и той же оси на углы 2Кл/п, 

rae k=0,...,n—1. 

  

Рис. 3.3. Группа диэдра D, anan=6uanan=5 

3.2.2. Группа диэдра ПО, с произвольным п? 2. Эта группа из 

2п элементов является группой изометрий правильного п-угольни- 

ка (лежащего на горизонтальной плоскости Оху и вписанного в сфе- 

ру $2); она состоит из п поворотов (на углы 2Кл/п, К=О0, 1,....п- 1) 

и п отражений от горизонтальных прямых, проходящих через центр 

сферы, вершины и середины сторон (будьте осторожны: эти прямые 

различны для четных и нечетных п — посмотрите на рис. 3.3). От- 

метим, что отражения правильного п-угольника от горизонтальных 

прямых — это в действительности повороты в пространстве на 180° 

вокруг этих прямых.
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3.2.3. Группа изометрий правильного тетраэдра. Эта группа 

состоит из 24 элементов и обозначается бут(Д?), а ее подгруппа 

поворотов, состоящая из 12 элементов, имеет вид 

Rot(A*) = Sym* (A?) ¢ Sym(A3); 

группа $ут(Д?З) состоит из 8 поворотов вокруг 4 осей (содержа- 

щих по одной вершине) на углы 27/3 и 47/3, трех поворотов 

на угол л вокруг осей, соединяющих середины противоположных 

ребер, и тождественного преобразования. Легко видеть, что груп- 

па Sym(A°) изоморфна группе перестановок 54. Но здесь мы рас- 

сматриваем эту группу геометрически, считая тетраэдр вписанным 

в сферу 52, а элементы группы — действующими на этой сфере. 

3.2.4. Группа изометрий куба $упз(13). В ней 48 элементов 
(см. п.1.2.3); ее подгруппа поворотов состоит из 24 элементов: 

Во((Г?) = Symt (I°) ¢ Sym(I°). 

Соединив отрезками центр каждой из шести граней куба с четырь- 

мя центрами соседних граней, получим каркас октаэдра, двой- 

ственного кубу (см. рис. 3.4). Октаэдр имеет 6 вершин и 8 треуголь- 

ных граней; его группа изометрий, очевидно, та же, что у куба. 

3.2.5. Группа изометрий додекаэдра $ут(Оо4). Она содержит 

120 элементов и включает подгруппу поворотов (из 60 элементов): 

Rot(Dod) = Sym* (Dod) ¢ Sym(Dod). 

Додекаэдр —это (правильный) многогранник (вписанный в сфе- 

ру $2) с 12 гранями (конгруэнтными правильными пятиугольни- 

ками), 30 ребрами и 20 вершинами (см. рис. 3.4). Существование 

такого многогранника будет доказано в конце этой главы. Соединив 

центры граней додекаэдра, имеющих общее ребро (снова посмот- 

рим на рис. 3.4), получим икосаэдр, двойственный к додекаэдру; 

  

Рис. 3.4. Пары двойственных правильных многогранников
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у него 20 граней, 30 ребер и 12 вершин. Его группа преобразований 
та же, что у додекаэдра. 

Следующая теорема утверждает, что $0(3) не имеет конечных 

подгрупп, кроме перечисленных выше. 
Теорема 3.2.6. Любая конечная нетривиальная подгруппа Gt C 

с Во($2) =$0(3) изоморфна одной из следующих групп: 
(i) Z,,, n> 2, (ii) D,,, n > 2, (iii) Rot(A%), (iv) Rot Rot* (13), (v) Rot(Dod). 

Доказательство. Мы знаем, что любой элемент из $О(3) (а сле- 

довательно, и из С*+) является поворотом вокруг диаметра сферы $2 

и имеет две неподвижные точки (концы диаметра). Пусть Ё — мно- 

жество неподвижных точек группы С": 

F = {x €S*: dg € Gt \ {id}: xg = x}. 

Halipumep, AJA rpynnbi Z,, MHO%KeCTBO F cOcTOUT 3 ABYX TOUeK, a AJA 

группы поворотов тетраэдра Во (Д?3) — из 14, а именно из 4 вершин, 

4 точек пересечения осей поворота граней со сферой и 6 точек пере- 
сечения со сферой трех осей поворота, проходящих через середины 

противоположных ребер тетраэдра. 

Рассмотрим (конечную) геометрию (Ё: С"). Пусть А — множе- 

ство, содержащее по одной точке из каждой орбиты группы С* на 

множестве ЕР. 

Лемма 3.2.7. Количество точек в множестве Е равно 

|Е| = [| -|6*|-2(6"|- 1). (3.1) 

Доказательству этого факта посвящена задача 3.3 в конце этой 

главы. Применив формулу классов (1.2), можно записать 

IG*| IFi= >; vay? Tae у(а) := | $(а)|. 
аеА 

Отметим, что у(а) — порядок подгруппы поворотов в С*, порож- 
денной поворотами вокруг оси, содержащей а, и что для любой 

другой точки а’из той же орбиты выполняется равенство у(а) = 
=v(a’) (последнее утверждение вытекает из тождества (1.1): |G*|= 

= ОтЬ Со) - St(x)).) 

Заменив |Ё| его значением, найденным в лемме, и разделив 

на |С*|, получаем 

2-е = > (1- д). (3.2) 
аеЕА
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Разрешим это уравнение относительно |(*|: 

1 
iGt} = [1-3 > (1-е) (3.3) 

Важным следствием формулы (3.2) является следующее нера- 

венство: 

2> > (1- a): (3.4) 
acA 

Вначале рассмотрим случай, когда |Ё | =2, т.е. когда имеется лишь 

одна ось поворота (пересекающая сферу в точках а! и а =—а1). 

В этом случае Е распадается на две орбиты, каждая из одной точки, 
а именно {а.} и {а}. Тогда С* состоит из конечного количества 

поворотов вокруг единственной оси (а!,а>) и, значит, С* =, для 
некоторого п > 2. Таким образом, для случая |Ё| = 2 теорема до- 

казана. Отметим, что в этом случае (далее — случай 1) выполнено 

равенство у(а1) =у(а2) =п=|С*|. 
Пусть теперь |Ё | > 2. Тогда имеется не менее двух осей поворота. 

Рассмотрим поворот вокруг одной из них и возьмем композицию 

с вращением вокруг другой оси. Получим поворот вокруг некоторой 
третьей оси, и потому |Ё| > 6. 

Лемма 3.2.8. Если |Е| > 6, то в геометрии (Е: С*) имеется не 

менее трех орбит. 

Доказательство. Предположим противное: пусть орбит всего 
две, А = {а1,а2}. Из леммы 3.2.7 и равенства |А| = 2 получаем 

|Е| = 2|<+| - 2(]6*| - 1) =2, что противоречит условию |F| > 6. 

Лемма доказана. 

Пусть А = {а1, а2, ...а’}; по лемме 3.2.8 имеем К > 3. Положим 
у; := у,(а;), 1=1,....К; без ограничения общности можно считать, 

ЧТО У <У. <... < и. Мы утверждаем, что у, = 2, т.е. существует 

хотя бы одна ось поворота степени 2 (на угол п). 

Действительно, пусть у, > 3. Тогда правую часть неравенства (3.4) 

можно оценить следующим образом: 

@-„)+@-»„)+@-»)+.-2 
> (1-2) + (1-3)+(1-3)>3-1=2, 

и мы получаем противоречие с тем, что это выражение должно быть 

строго меньше двух. Тем самым доказано, что количество орбит не 

меньше трех (если |F| > 6).
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Теперь мы утверждаем, что существуют ровно 3 орбиты. Сно- 

ва оценим правую часть неравенства (3.4) в предположении, что 

количество орбит четыре или больше (и с учётом неравенства 

2=V, SVo SVv3): 

(1-5) + 1-;-) + (1-<)+ 1-5.) +..2 

> (1-5)+3(1-3)+...>5, 

и мы получаем противоречие с тем, что это выражение должно быть 

строго меньше двух. Тем самым доказано, что количество орбит 

равно трем во всех оставшихся случаях. С 

Итак, имеются три орбиты, так что в нашем случае неравенство 

(3.4) приобретает вид 

1-;-)+ + (1-..) + + (1-,-) <2, где2=и <у <и.. (3.5) 

Мы получили диофантово неравенство относительно неизвестных 

уз 2 у, 22. Легко проверяется, что его решения имеют вид (2, 2, п), 

(2, 3, 3), (2, 3,4), (2, 3, 5). Покажем, что эти случаи отвечают группам 

D, (n= 2), Во (Д?), Вок[3), ВоКроа) соответственно. 
С помощью формулы (3.4) можно вычислить |С* |, а затем найти 

|F| “3 формулы (3.3) (или (3.2)). Полученные результаты сведены 

в следующую таблицу: 
  

  

  

  

  

  

м || | |6" |F| 

Случай 1 | n jn | — n 2 

Случай 2 |2 |2 |тп 2n | n+2 

Случай 3 121313 12 14 

Случай 4 |21314| 24 26 

Случай 5 |213 |5 60 62                 

В оставшейся части доказательства рассмотрим каждый случай 

отдельно и найдем (среди точек множества ЕЁ) вершины многогран- 

ника (возможно, вырожденного), на котором действует С". Затем 
покажем, что это действие — одно из перечисленных в утвержде- 

нии теоремы, т.е. что найденный многогранник либо вырождается 

в правильный многоугольник, либо является тетраэдром, кубом или 

додекаэдром.
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Случай 1, когда |Ё| =2, рассмотрен выше, и мы показали, что 

ему соответствует группа 2, п>22. 

Случай 2. Пусть у =2 и имеются две оси поворота (1, [5 по- 

рядка 2, т.е. с углом поворота 180°. Пусть П — плоскость, проходя- 

щая через эти две оси. Рассмотрим прямую [., перпендикулярную 

этой плоскости. Пусть п — порядок поворота вокруг оси [%, а аз — 
одна из точек ее пересечения со сферой. Теперь можно описать 
три орбиты в множестве РЁ: это орбита из п точек, содержащая а1 

и лежащая в плоскости, перпендикулярной прямой [; и проходящей 

через центр сферы; орбита из п точек, содержащая а. и лежащая 

в той же плоскости; и орбита из двух точек, состоящая из аз и про- 

тивоположной ей точки. Ясно теперь, что в нашем случае груп- 
па С" изоморфна группе диэдра П;. В частном случае у. = 2 MHO- 

гоугольник в плоскости П, вращающийся вокруг прямой [, вырож- 

дается в отрезок, а С* есть четверная группа Клейна (обозначим 

ee Do). 

Случай 3: у. =. =3, |6" |= 12, |Е| = 14. Возьмем теперь ось по- 

ворота, проходящую через а1, и повернем (на 180°) точку а2 в поло- 

жение Б.. Затем повернем b, Ha 120° u Ha 240°, получив две новые 
точки Бо, Бз. Из построения следует, что точки а2, Б1, 65, Б. являются 

вершинами правильного тетраэдра (поскольку все его грани — рав- 

носторонние треугольники, в чем можно убедиться, вращая каждую 
грань вокруг противоположной вершины), а С" является группой 

поворотов Во ДЗ этого тетраэдра. 

Cayuati 4: vo = 2, v3 = 4, |G*| = 24, |Е| =26. Здесь стратегия дока- 
зательства аналогична случаю 3 с той лишь разницей, что теперь 

мы найдем 8 вершин куба (а не тетраэдра) среди точек множе- 

ства РЁ. А именно, начнем с поворота порядка 4, получим два квадра- 

та, вписанных в сферу, затем с помощью других поворотов покажем, 
что эти два квадрата — на самом деле противоположные грани куба, 

и наконец установим, что 24 элемента группы С* являются симмет- 

риями этого куба, так что С+ изоморфна группе Вок). 
Случай 5: у. = 3, *=5, |С*| = 60, |Е| = 62. Здесь стратегия до- 

казательства аналогична случаям 3 и 4 с той разницей, что теперь 

мы строим додекаэдр с вершинами из ЕЁ и получаем изоморфизм 

между С* и Во (од). Подробности можно найти в задаче 3.10. 

Таким образом, мы видим, что пять возможных случаев соответ- 

ствуют группам, перечисленным в утверждении теоремы. Теорема 

доказана. С
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Следствие 3.2.9. Любая конечная подгруппа С группы О(3) изо- 

морфна или одной из групп, перечисленных в теореме 3.2.6, или 00д- 

ной из следующих групп: 
(i) S4, (i) Sym(I3), (iii) Sym(Dod). 
Доказательство. Пусть С — конечная подгруппа в $О(3), а С* — 

ее подгруппа, состоящая из поворотов. По теореме 3.2.6 группа С* 
изоморфна одной из пяти групп, перечисленных в теореме. Вся 

группа С, если она не входит в $О(3), порождена элементами из С\ 

и одним отражением от плоскости, проходящей через начало коор- 

динат. Поэтому она изоморфна одной из трех групп, перечисленных 

в следствии. С 

$ 3.3. Пять правильных многогранников 

Правильный многогранник— это, по определению, выпуклый 

многогранник (вписанный в сферу $2) со следующим свойствами: 

(1) все его грани — конгруэнтные правильные многоугольники 

с К сторонами для некоторого К > 2; 

(1) концы всех ребер, исходящих из любой данной вершины, 

лежат в одной плоскости и образуют правильный [-угольник для 

некоторого [> 2. 

Теорема 3.3.1. Существуют ровно пять различных правильных 

многогранников: тетразэдр, куб, октаэдр, додекаэдр и икосаздр. 

Доказательство. Эта теорема вытекает из следствия теоре- 

мы 3.2.6. В самом деле, из определения следует, что группа вращений 

правильного многогранника конечна и, следовательно, изоморфна 
одной из групп, перечисленных в теореме 3.2.6. Две «серии» (i) 

и (1) не приводят к (невырожденным) многогранникам (почему?). 

В случае (1) получаем тетраэдр (так как его группа симметрий 

изоморфна группе перестановок 54). В случае (1) получаем куб 

и двойственный ему октаэдр, а в случае (у) — додекаэдр и двой- 

ственный ему икосаэдр. м 

  

Рис. 3.5. Фундаментальные области платоновых тел
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Таким образом, мы получили пять геометрий с тремя различны- 
ми действиями групп (тетраэдр, куб ^^ октаэдр, додекаэдр ^ ико- 

саэдр). Чтобы представить себе действие групп в этих геометриях, 

полезно взглянуть на их фундаментальные области (рис. 3.5). 

Во всех пяти случаях каждая фундаментальная область — пира- 
мида с вершиной в центре тела, основанием которой является фун- 

даментальная область группы изометрий грани, во всех случаях — 
прямоугольный треугольник. Острые углы этих треугольников рав- 

ны 30° (тетраэдр, октаэдр, икосаэдр), 45° (куб), 54° (додекаэдр). 

$3.4. Пять кеплеровых кубов 

Кеплер заметил, что куб можно вписать в додекаэдр пятью раз- 
личными способами. Здесь мы осуществим противоположное по- 
строение: начав с куба, построим описанный около него додекаэдр. 
Это докажет существование додекаэдра. 

Рассмотрим два экземпляра АВСОЕ и А’В’С’О’Е' правильного 

пятиугольника с диагоналями длины 1. Поместим эти пятиугольни- 

А В=Р 

  

  
Рис. 3.6. Построение додекаэдра
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ки в плоскость единичного квадрата РОК5 так, что диагонали ВЕ 

и В'Е' совпадают с Р$ и ОК соответственно, а СО параллельно С’П’. 

Вращая пятиугольники в пространстве вокруг Р5 и ОК, совместим 

стороны СР и С’О’, расположив их над квадратом РОЕ$5. 
Пусть теперь РОК$ является верхней гранью единичного ку- 

ба РОВ$Р’О’В’5'. Поместим еще два пятиугольника на грань куба 
$ВЕ’5' таким же образом, как выше, так, что их параллельные сто- 
роны параллельны 5К. Будем вращать эти пятиугольники, пока их 

параллельные стороны не совместятся. Нетрудно доказать, что вер- 

шина повернутого пятиугольника с диагональю 5К совпадет с од- 

ним из концов общей стороны первых двух пятиугольников. Выпол- 

ним аналогичные построения на других гранях куба. Полученный 
таким образом многогранник будет додекаэдром. 

83.5. Правильные многогранники в высших размерностях 

В размерностях п > 3 имеется теорема классификации правиль- 

ных п-мерных многогранников, аналогичная трехмерному случаю. 

Удивительным образом количество типов многогранников убывает 

с ростом п, меняясь от пяти (при п =3) и шести (п =4) до трех (при 

п>5). Таким образом, вместо растущего разнообразия правильных 

тел, которого можно было ожидать в высших размерностях, оста- 

ются лишь три из них — аналоги тетраэдра, куба и многогранника, 
двойственного к кубу. 

В этом параграфе, дав необходимые определения, мы сформули- 

руем без доказательства соответствующие теоремы классификации. 

3.5.1. Примеры и определения. Начнем с простого примера: 

это четырехмерный куб. В евклидовом пространстве В“ рассмотрим 

16 точек (-1, +1, 1, +1); их выпуклая оболочка по определению 

есть четырехмерный куб. Его проекция на плоскость показана на 

рис. 3.7. 

Еще проще устроен (как указывает его название!) правильный 

п-мерный симплекс А", который является п-мерным аналогом тетра- 

эдра и определяется по индукции. А именно, пусть дан (п — 1)-мер- 

ный (правильный) симплекс Д"`!, лежащий в пространстве В". 
Из его центра тяжести восставим перпендикуляр в направлении 

п-го измерения (т.е. проведем прямую, параллельную базисному 

вектору (0, ..., 0, 1) Е В" К" "). В качестве (п-+ 1)-й вершины на- 
  

1 бнипр!е (англ.) — простой.
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Рис. 3.7. Правильные четырехмерные многогранники 

шего симплекса возьмем точку, расстояние от которой до п вершин 

симплекса А”! равно длине его ребер. Легко видеть, что группа 

преобразований симплекса А" — это группа перестановок 1-1. 

Правильные п-мерные многогранники определяются по индук- 
ции. Индукция начинается с п =3 и проводится так же, как для 

платоновых тел (см. выше 8 3.3). Пусть определены правильные 

(n 1)-мерные многогранники. Тогда определим правильный п-мер- 

ный многогранник как выпуклый многогранник (вписанный в сферу 

S"1:={(x1, ..., X_) ER": x? +...x2=1}) со следующими свойствами: 
(1) все его грани — конгруэнтные правильные (п - 1)-мерные 

многогранники (правильные многоугольники при п = 3); 

(1) концы всех ребер, исходящих из одной и той же вершины, 

лежат в одной гиперплоскости и образуют правильный (п — 1)-мер- 

ный многогранник; все такие многогранники конгруэнтны (но не 
обязательно совпадают с многогранниками из п. (1). 

Каждому правильному многограннику Р с В" можно поставить 

в соответствие его символ, который определяется (по индукции) как 

набор из п целых чисел (11, го, ..., Г._1), где (м, ..., Г._2) — символ ЛЮ-
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бой из (п -— 1)-мерных граней многогранника Р, а (т, ..., г.) — сим- 

вол любого (п — 1)-мерного многогранника, вершины которого — 

вторые концы ребер многогранника Р, выходящих из данной вер- 

шины. Например, (4, 3, 3) —символ четырехмерного куба, (5, 3) — 
символ додекаэдра, (3, 3, 3, 3) —символ пятимерного правильного 

симплекса. 

Для любого правильного многогранника можно естественным 

образом определить двойственный ему (аналогично тому, как это 

сделано в размерности 3). Например, 5-симплекс двойствен себе, 

а 4-кубу двойствен так называемый кокуб, который имеет символ 

(3, 3, 4). 
Теорема 3.5.2. В размерности 4 существуют 6 различных пра- 

вильных многогранников; их символы равны 

(3, 3,3), (4,3,3), (3, 3,4), (3,4, 3), (5,3,3), (3, 3, 5). 

Читатель, который хочет найти доказательство этой теоремы, 

может обратиться к задаче 3.13, где упоминаются таинственные 

многогранники с символами (3, 4, 3), (5, 3, 3), (3, 3, 5). 

Теорема 3.5.3. В размерности п 2 5 существуют три различ- 

ных правильных многогранника: п-мерный симплекс, п-мерный куб 
и п-кокуб; их символы равны соответственно 

(3, 3,...,3, 3), (4,3,...,3,3), (3,3,..., 3, 4). 

Доказательство мы опустим (см. [1]); читатель может также об- 

ратиться к задаче 3.14. 

$3.6. Задачи 

3.1. Правильная шестиугольная пирамида вписана в сферу $52. 

Найдите ее группу симметрий (т.е. изометрий) и ее группу дви- 

жений. Как соотносится ответ с теоремой о конечных подгруппах 

в $0(3)? 

3.2. Ответьте на те же вопросы, что в задаче 3.1, если дана: 

а) правильная шестиугольная призма; 

6) правильная пятиугольная усеченная пирамида; 

в) двойная правильная шестиугольная пирамида (т.е. объедине- 

ние двух правильных шестиугольных пирамид с общим основанием 

и вершинами в полюсах сферы). 

3.3. Пусть С* — конечная подгруппа группы $0(3), действую- 

щая на сфере $2, а Е— множество всех неподвижных точек нетри-
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виальных элементов из С*; докажите, что Е инвариантно относи- 

тельно действия группы С*, причем 

|F| = |G*|-|A|-2(|G"|—), 

где АСЕр— множество, содержащее ровно по одной точке каждой 

орбиты действия С + на множестве F. 
3.4. Существует ли в группе движений куба подгруппа, изо- 

морфная группе движений правильного тетраэдра? 

3.5. Существует ли в группе движений додекаэдра подгруппа, 

изоморфная группе движений куба? 

3.6. В группе движений куба найдите все подгруппы, изоморф- 

ные группам 2, и ПО, для всевозможных значений п. Есть ли в ней 

еще какие-либо подгруппы? 

3.7. Подробно докажите существование додекаэдра. 

3.8. Дан куб с группой движений С*, вписанный в сферу. Пусть 

множество ЕЁ состоит из всех вершин куба и всех точек пересечения 

прямых, соединяющих центры его противоположных граней или 

соединяющих середины противоположных ребер. Докажите, что С* 

действует на множестве Ё, найдите все орбиты этого действия и ста- 

билизаторы всех точек из Ё. (Сравните с доказательством теоре- 

мы 3.2.6, случай 4.) 

3.9. Дан правильный тетраэдр с группой движений С*, вписан- 

ный в сферу. Пусть множество Ё состоит из всех его вершин и всех 

прямых, соединяющих середины ребер. Докажите, что С" действует 

на множестве ЕЁ, найдите все орбиты этого действия и стабилиза- 

торы всех точек из ЕЁ. (Сравните с доказательством теоремы 3.2.6, 

случай 3.) 

3.10. Дан додекаэдр с группой движений С*, вписанный в сфе- 

ру. Пусть множество ЕЁ состоит из всех его вершин и всех точек 
пересечения прямых, соединяющих центры противоположных гра- 

ней или соединяющих середины ребер, со сферой. Докажите, что 

С* действует на множестве РЁ, и завершите доказательство теоре- 

мы 3.2.6 в случае 5. 

3.11. Докажите теорему 3.2.6 в случае 4, построив из точек мно- 

жества Ё октаэдр (вместо куба). 

3.12. Изобразите на компьютере проекцию пятимерного куба 

на подходящую двумерную плоскость. Сравните с рис. 3.8. 

3.13*. Докажите теорему классификации правильных многогран- 
ников в размерности 4.
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Рис. 3.8. Проекция ребер пятимерного куба 
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3.14% Докажите теорему классификации правильных многогран- 

ников в размерности 5.



Глава 4 

Дискретные подгруппы в группе 

изометрий плоскости. Замощения 

Эта глава, как и предыдущая, посвящена классификации объ- 

ектов, вызывавших интерес уже много веков назад — вначале ско- 

рее эстетический, чем научный. Это правильные замощения, т.е. 

конфигурации из одинаковых фигур, заполняющих плоскость неко- 

торым регулярным образом. Каждое правильное замощение задает 

геометрию в смысле Клейна; оказывается, с точностью до изомор- 

физма существует 17 таких геометрий, и их классификацию мож- 

но получить, исследуя соответствующие группы преобразований — 

дискретные подгруппы (определение см. в 84.3) группы изометрий 

евклидовой плоскости. 

$4.1. Замощения в архитектуре, искусстве и науке 

В архитектуре правильные замощения появляются, например, как 

декоративные мозаики (рис.4.1) в знаменитом дворце Альгамбра 

СУ век, Испания). Согласно М. Берже [1] и Б. Грюнбауму [13] в мо- 

заиках Альгамбры реализованы упомянутые выше 17 геометрий. 

  

Рис. 4.1. Две мозаики из Альгамбры 

Если говорить о живописи, то знаменитый голландский худож- 

ник М. Эшер, автор «невозможных» картин, использовал правиль-
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ные замощения как геометрическую основу своих удивительных 

«периодических» акварелей. Две из них показаны на рис. 4.2. 

  
Рис. 4.2. Две периодические акварели Эшера 

С научной точки зрения важны не только правильные замоще- 

ния: можно замостить плоскость экземплярами одной или двух пли- 

ток неправильным (непериодическим) образом. 

Есть много легких способов непериодически заполнить плоскость 

прямоугольными плитками размера, скажем, 10х20 см. Но не оче- 

видно, что В? можно непериодически замостить невыпуклыми девя- 
тиугольниками. Удивительная конструкция такого замощения, най- 

денная Фордербергом (1936 г.), показана на рис. 4.3. На нем видно, 

  

      
            

  
Рис. 4.3. Замощение Фордерберга
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как заполнить плоскость экземплярами двух таких плиток (они по- 

казаны отдельно с увеличением; две эти плитки — зеркальные отра- 

жения друг друга). Нужно, приложив одну к другой, построить две 

спирально закрученные полоски, заполняющие всю плоскость. 

Несколько позже, в 1960-х гг., ин- 

     
    

  

   

       

   

    

   
   

        
       

      

  

   

    

  

   
        

     

  

   
    

   

         
     
       

   

  

   

      

  

   

  

   

терес к непериодическим замощени- Vee О) YY 
ям возродился благодаря оританско ро 

му математическому физику Родже- TA LT INET 

ру Пенроузу в связи со статистиче- SAIN ONIN S 
скими моделями и изучением квази- EAS LES EK RON 

BART KOLO кристаллов. Позже непериодические ARES SRA 
замощения привлекли внимание ма- АКН ок» 

тематиков, в частности филдсовско- *КМНИУКОСЕКАН SOHOH NEKO RAO 
го лауреата 2006 г. Андрея Окунькова ОКЕ 

      

  

          

в его исследовании трехмерных диа- 
грамм Юнга. Рис. 4.4. Замощение Пенроуза 

$4.2. Замощения и кристаллография 

Теорему о классификации правильных замощений (определе- 
ние см. ниже в п. 4.5.1) впервые доказал русский кристаллограф 

Е. С. Фёдоров в 1891 г. С точки зрения математики они соответству- 

ют специальным дискретным подгруппам в группе изометрий плос- 
кости бут(®В^), носящим теперь название фёдоровских групп. Как 

отмечено выше, существует 17 таких групп (с точностью до изомор- 

физма). Фёдоровские группы действуют на евклидовой плоскости, 

порождая 17 различных (т.е. неизоморфных) геометрий в смысле 

Клейна; будем называть их геометриями замощений. 

Доказательство, приведенное в этой главе, как и доказательство 

из предыдущей главы, является теоретико-групповым и основано на 

исследовании дискретных подгрупп группы изометрий плоскости. 

На самом деле принцип классификации нельзя сформулировать, не 

используя группы преобразований, и на первый взгляд трудно по- 

нять, как смогли создатели Альгамбры, за пять веков до возникно- 

вения математического понятия группы, действительно найти все 

17 правильных замощений (в связи с этим см. статью Б. Грюнбау- 

ма [13], в которой мне удалось найти 13 из 17-ти замощений). Од- 

нако по существу это не удивительно: при глубоком понимании 

симметрии можно найти ответ на интуитивно ясный вопрос, даже 
не умея сформулировать его на языке современной математики.
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Не столь наглядно, но более важно для приложений (в кристал- 

лографии) трехмерное обобщение понятия правильного замоще- 

ния: это конфигурации одинаковых многогранников, регулярно за- 

полняющие В?3. На математическом языке они также определяют- 
ся в терминах дискретных подгрупп группы изометрий простран- 

ства В3, которые называются кристаллографическими группами. 
Известна их классификация: в ней 230 конфигураций. Их изучение 

выходит за рамки этой книги. 

Здесь мы рассматриваем двумерную ситуацию и поэтому на- 

помним вначале некоторые факты из элементарной планиметрии, 

относящиеся к структуре изометрий плоскости В?. 

$4.3. Изометрии плоскости 

Напомним, что Зут(®2) обозначает группу изометрий (т.е. пре- 

образований, сохраняющих расстояния) плоскости В, а $ут* (2) — 

ее группу движений (т.е. изометрий, сохраняющих ориентацию). 

Примерами последних служат параллельные переносы и повороты, 

тогда как отражения от прямой — примеры изометрий, не являю- 

щихся движениями (они меняют ориентацию). 

(Мы считаем, что изометрия меняет ориентацию, если она пере- 

водит окружность, ориентированную по часовой стрелке, в окруж- 

ность, ориентированную против часовой стрелки. Это не математи- 

ческое определение, поскольку оно апеллирует к физическому поня- 

тию «вращения по часовой стрелке», но в курсах линейной алгебры 

приводится простое и математически строгое определение изомет- 

рии, меняющей или сохраняющей ориентацию; оно использует знак 
определителя соответствующего линейного отображения.) 

Ниже перечислен ряд известных фактов об изометриях плоско- 

сти; их доказательства включены в задачи в конце этой главы. 

4.3.1. Классическая теорема элементарной планиметрии гла- 

сит, что любое движение есть либо параллельный перенос, либо 

поворот (см. задачу 4.1). 

4.3.2. Менее известный, но столь же важный факт: любая изо- 

метрия, меняющая ориентацию, является скользящей симметрией, 

т.е. композицией отражения от некоторой прямой и параллельного 

переноса на вектор, коллинеарный этой прямой (задача 4.2). 

4.3.3. Композиция двух поворотов является поворотом (кроме 

особого случая, когда два угла поворота равны, но противоположно
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ориентированы: тогда композиция является параллельным перено- 

сом). В общем случае нетрудно построить центр и угол композиции 

двух поворотов (см. задачу 4.3). Этот важный факт играет ключе- 

вую роль в доказательстве теоремы о классификации правильных 
замощений. 

4.3.4. Композиция поворота и параллельного переноса являет- 

ся поворотом на тот же угол вокруг точки, полученной параллель- 

ным переносом центра данного поворота на данный вектор перено- 

са (задача 4.4). 

4.3.5. Композиция двух отражений относительно пересекаю- 

щихся прямых [; и [> является поворотом вокруг точки пересечения 

этих прямых на угол, равный удвоенному углу между [1 и [5 (в каком 

именно направлении сказано в задаче 4.5). 

84.4. Дискретные группы и дискретные геометрии 

Действие группы С на пространстве Х называется дискретным, 

если ни одна из его орбит не имеет точек накопления, т.е. не суще- 

ствует точки хеХ, любая окрестность которой содержит бесконеч- 

но много точек одной и той же орбиты. Здесь под пространством 

можно понимать евклидово пространство В" (или его подмноже- 

ство), но определение применимо в любом метрическом или топо- 
логическом пространстве. 

Простым примером дискретной группы, действующей на плос- 

кости В2, служит группа всех параллельных переносов вида КУ, где 

у — фиксированный ненулевой вектор и КЕ 7. Множество всех по- 

воротов плоскости вокруг начала координат на углы, кратные \У2л, 
является группой, но его действие на Е? не дискретно (число V2 up- 

рационально, поэтому орбитами являются плотные подмножества 

окружностей с центром в начале координат). 

§ 4.5. Семнадцать правильных замощений 

4.5.1. Формальные определения. По определению замощение 

плоскости В? многоугольником То (плиткой) есть бесконечное се- 

мейство {Т|, То, ...} попарно неперекрывающихся (т.е. не имеющих 

общих внутренних точек) экземпляров Ту, заполняющее плоскость: 

В? =] Т. 
i=]
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‚Например, нетрудно различными способами замостить плос- 

кость любым прямоугольником — скажем, в виде прямоугольной 

решетки или многими нерегулярными, непериодическими способа- 
ми. Другое хорошо известное замощение плоскости — ее покрытие 
сотами, когда плоскость заполняется одинаковыми правильными 

шестиугольниками. 
Многоугольник Т, С В? называется фундаментальной плиткой 

и задает правильное замощение плоскости В?, если в группе изо- 

метрий плоскости б$ут(В2) существует подгруппа С (называемая 

группой замощения) со следующими свойствами: 

(1) группа С действует дискретно на В?, т.е. все ее орбиты не 

имеют точек накопления; 
(1) образы многоугольника То при действии группы С заполня- 

ют плоскость, T.e. |_) <(Т)=8В?; 
$еЕС 

(11) если &, ПЕ С, то образы &(Ть), В(То) фундаментальной плит- 

ки совпадают тогда и только тогда, когда g=h. 

На самом деле из свойств (1) и (Ш) следует (10), но мы не будем 

это доказывать (см. первый том книги Берже [1]). 

Действие группы замощения С с бут(®^) на плоскости В2, разу- 

меется, задает геометрию в смысле Клейна. Мы будем называть ее 

геометрией замощения (или фёдоровской геометрией) группы С. 

4.5.2. Примеры правильных замощений. Шесть примеров пра- 

вильных замощений показаны на рис. 4.5. 

Для данных двух плиток существует один элемент группы преоб- 

разований, который переводит одну в другую. Вопросительные зна- 

ки показывают, как именно это происходит. (Без вопросительных 
знаков действие группы преобразований не было бы определено; 

см. задачу 4.16). 

Первые пять замощений (а—0) положительны (говорят еще 

односторонние), т.е. соответствуют в группе $ут* (®2) подгруппам 

группы движений плоскости, порожденной всеми поворотами и па- 

раллельными переносами (плитки односторонние и скользят по 
плоскости). В шестом замощении (е) допускается переворачивание 

(двусторонних) плиток. 

Рассмотрим подробнее соответствующие группы замощения. 
Теорема 4.5.3 (Е.С. Фёдоров, 1891). С точностью до изоморфиз- 

ма существуют только пять различных односторонних геометрий 

замощения плоскости ®?. Они показаны на рис. 4.5 а—д.
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Рис. 4.5. Шесть правильных замощений плоскости 

Доказательство. Пусть С — группа положительных замощений. 

Рассмотрим ее подгруппу Ст, состоящую из всех содержащихся 

в ней параллельных переносов. 

Лемма 4.5.4. Подгруппа Ст порождается двумя неколлинеарны- 

ми векторами у ии. 

Доказательство. Предположим противное. Пусть группа Ст 

тривиальна (содержит только тождественный перенос), и пусть 

г, $ —любые два (нетождественных) поворота с разными центра- 

ми. Тогда гг 151 — нетождественный параллельный перенос (для 

доказательства сделайте чертеж). Противоречие. 

Пусть теперь все элементы из Ст — параллельные переносы, по- 

рожденные одним вектором у (т.е. переносы на пропорциональ- 

ные ему векторы). Тогда нетрудно получить противоречие с п. (ii) 

в определении правильных замощений. СО 

Далее, если С не содержит поворотов, т.е. С = Ст, то мы получа- 

ем замощение (а). Если же С содержит только повороты порядка 2, 

то легко видеть, что получается замощение (6). 

Лемма 4.5.5. Если С содержит поворот порядка а > 3, mo G 

содержит еще два поворота порядков В и у, для которых 

1 1 1_ 
ав ту =1. (4.1)
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Набросок доказательства. Пусть А — центр поворота порядка 

а, аВиС— ближайшие (к А) центры поворотов, не получающиеся 

из А параллельными переносами. Тогда формула (4.1) вытекает из 

того, что сумма углов треугольника АВС равна д. Подробное доказа- 

тельство этой леммы предоставляется читателю (см. задачу 4.3). П 

Поскольку порядок всех трех поворотов больше либо равен 

трем, из формулы (4.1) следует, что возможны только три случая: 

1/а | 1/В | 1/У 
Случай 1 | 1/3 | 1/3 | 1/3 

Случай 2 | 1/2 | 1/4 | 1/4 

СлучайЗ | 1/2 | 1/3 | 1/6 

  

  

  

              

Перебирая эти случаи, легко установить, что они отвечают за- 

мощениям г), в), д) на рис. 4.5. 

Доказательство теоремы 4.5.3 завершено. 0 

В общем случае (замощения любые, в том числе — двусторонни- 

ми плитками) существует ровно семнадцать неэквивалентных замо- 

щений. Это также было доказано Фёдоровым. На рисунке 4.6 пока- 

заны все двенадцать двусторонних замощений. 

Мы не будем доказывать вторую часть классификационной тео- 

ремы для правильных замощений плоскости (она состоит в отыска- 
нии оставшихся двенадцати правильных замощений двусторонни- 

ми плитками). Однако читатель может познакомиться с примерами 

этих двенадцати замощений в задачах. 

$4.6. 230 кристаллографических групп 

Кристаллографические группы — это трехмерный аналог групп 

замощения в евклидовом пространстве Е2. Соответствующие пери- 

одически повторяющиеся многогранники не только выглядят кра- 

сивее, чем замощения, но и более важны: формы большинства этих 

многогранников соответствуют формам реальных кристаллов. Су- 

ществует 230 кристаллографических групп. Доказательство этого 

факта весьма кропотливо: нужно рассмотреть 230 случаев, а на 

самом деле больше, так как многие логически возможные случаи 

оказываются невозможными геометрически. Как мы уже отметили, 

это доказательство лежит за рамками нашей книги. 

Тем из вас, кто хотел бы видеть нетривиальные примеры геомет- 

рий, соответствующих каким-либо кристаллографическим группам,



группе изометрий плоскости Глава 4. Дискретные подгруппы в   90 
 
 

 
 

 
 

 
 

„та 
|| @ 

 
 

 
 

7 

 
 

| 

 
 

 
 

  
 
 

 
 

 
 

 
 

  
256564 
Paces 

 
 

  
 
 

  
  и 

  
  

  
  

 
 

агат, 

 
 
 
 

 
 

эс 

2 
 
 

 
 

  

ZN PI 
JIC 

 
 

УВ 
xX 
Ф 

a $ 

de® 
 
 
 
 

 
 

Cx 
Ф 

oh 
$ 

<1 

№ 

  
 
 

 
 

 
 

  
  

  

5 

сх 

с-х 

 
 
 
 

 
 

V3 

 
 
 
 

  
  

    
    

  
  

  
  

  
  

7) 

vs 
$ 

) 

 
 

 
 

 
 
 
 

 
 

Рис. 4.6. Двусторонние правильные замощения 
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нужно ознакомиться с задачей 4.5 и/или отложить свое намерение до 

следующей главы, где четыре примера реальных кристаллов появятся 

в облике геометрий Кокстера. Можно также задать поисковику запрос 

«сгузаПовтарЫс этоир5» или «кристаллографические группы». 

$4.7. Задачи 

4.1. Докажите, что любое движение плоскости — либо парал- 

лельный перенос на некоторый вектор у, |у| > 0, либо поворот гл 

вокруг некоторой точки А на ненулевой угол. 

4.2. Докажите, что любая изометрия плоскости, не сохраняю- 

щая ориентацию, есть скользящая симметрия относительно некото- 

рой прямой Г, с параллельным ей вектором сдвига и, |и| > 0. 
4.3. Докажите, что композицию двух поворотов г = (а, ф) и (Б, 4) 

можно построить следующим образом. Соединим точки а и Б, по- 

вернем луч [а, Ь) вокруг а на угол ф/2, повернем луч [Ь, а) вокруг 

Ь на угол —4/2 и обозначим через с точку пересечения двух полу- 

ченных лучей; тогда с является центром композиции г$, а ее угол 

поворота равен 2(л —ф/2—4/2). Покажите, что такое построение 

невозможно в частном случае, когда углы поворотов равны, но про- 
тивоположно ориентированы, и тогда их композиция — параллель- 

ный перенос. 

4.4. Докажите, что композиция поворота и параллельного пере- 

носа — поворот на тот же угол, и найдите его центр. 

4.5. Докажите, что композиция двух отражений от прямых [1 

и [> — поворот вокруг точки пересечения этих прямых на угол, вдвое 

больший ориентированного от [1 к (5. 
4.6. Укажите конечную систему образующих для групп преобра- 

зований, соответствующих замощениям, показанным на рис. 4.5а-е. 

4.7. Верно ли, что группа преобразований замощения, показан- 

ного на рис. 4.5 6, является подгруппой группы преобразований для 
рис. 4.5 в? 

4.8. Укажите точки, которые являются центрами поворотов из 

группы преобразований замощения, показанного на рис. 4.5 в. 

4.9. Укажите определяющие соотношения для группы изомет- 
рий плоскости, сохраняющих: 

а) правильную треугольную решетку; 

6) квадратную решетку; 
в) правильную шестиугольную решетку (соты).



92 Глава 4. Дискретные подгруппы в группе изометрий плоскости 
  

4.10. Какими платоновыми телами можно заполнить трехмер- 

ное евклидово пространство (без перекрытий)? 

4.11. Найдите в Интернете две картины Эшера, схематически 

показанные на рис. 4.2, и укажите, каким из семнадцати фёдоров- 

ских групп они соответствуют. 

4.12. Ровно одна из семнадцати фёдоровских групп содержит 

скользящую симметрию, но не содержит отражений. Какая это 

группа? 

4.13. Какие две из семнадцати фёдоровских групп содержат по- 

ворот на угол 71/6? 

4.14. Какие три из семнадцати фёдоровских групп содержат по- 

ворот на угол д/2? 

4.15. Какие пять из семнадцати фёдоровских групп содержат 

поворот лишь на угол Л? 

4.16. Переставьте вопросительные знаки в замощении (в) на 

рис. 4.5 так, чтобы получилась геометрия, изоморфная случаю замо- 

щения (а).



Глава 5 

Группы отражений и геометрии Кокстера 

В этой главе, как и в предыдущей, мы изучаем геометрии, за- 
данные дискретными подгруппами группы изометрий плоскости (и, 

более общим образом, п-мерного пространства), а именно подгруп- 

пами, которые порождены отражениями (и называются группами 

Кокстера в честь канадского математика ХХ века, который их ввел). 

Эти геометрии, пожалуй, не столь красивы, как рассмотренные 

в предыдущих двух главах, но более важны для приложений (в ал- 

гебре и топологии). С другой стороны, они имеют эстетическое 
происхождение: примером такой геометрии служит картинка из 

калейдоскопа (детской игрушки, очень популярной в докомпью- 

терную эпоху). Следуя Э.Б.Винбергу, будем называть эти геомет- 

рии (в двумерном случае) калейдоскопами. Мы докажем для них 

классификационную теорему в размерности 2 и сформулируем без 

доказательства ее обобщение на высшие размерности (с помощью 
понятия схемы Кокстера). 

35.1. Пример: калейдоскоп 

Калейдоскоп — это детская игрушка: яркие кусочки стекла, по- 

мещенные в правильную треугольную призму, многократно отра- 

жаются от трех зеркал, образующих три ее боковые грани. 

Глядя на призму, вы видите повторяющийся цветной узор: кар- 

тинка в треугольнике и ее зеркальные отражения чередуются, обра- 

зуя шестиугольник (объединение шести равносторонних треуголь- 

ников), окруженный равносторонними треугольниками, — и так до 
бесконечности (см. рис. 5.Та). 

С точки зрения математики это явление двумерное: равно- 

сторонний треугольник, образующий основание призмы, является 

фундаментальной областью дискретной группы, действующей на 
плоскость основания. 

Если теперь деформировать калейдоскоп (например, слегка из- 

менить углы между гранями призмы), то картинка становится раз- 

мытой, узора не получается. В этой ситуации образы исходного тре-



94 Глава 5. Группы отражений и геометрии Кокстера 
  

  

  
  

Ne р ° 
© о . 

© S 
a) Ny 6) 

  

  

Рис. 5.1. Геометрия калейдоскопа 

угольника могут перекрываться бесконечно много раз (см. рис. 5.16) 
и тогда группа преобразований, действующая на треугольнике, не 

дискретна. Мы не станем заниматься этим «плохим» случаем: мы 

изучим лишь случай «хорошего» калейдоскопа в размерности два, 

а затем обобщим его на произвольные размерности. 

$5.2. Многоугольники и многогранники Кокстера 

Рассмотрим двугранный угол а < л/2, образованный двумя плос- 

кими двусторонними зеркалами Пу, 15. Что увидит глядя на них на- 

блюдатель? Любая картинка Р, расположенная внутри угла, отразится 

от П1; ее образ Р’ в свою очередь отразится от образа зеркала П. при 

отражении от ПЬ, и т. д. В то же время картинка Р отразится от П5; 

ее образ Р” в свою очередь отразится от образа зеркала П. при от- 

ражении от 11, и т.д. Возможны два случая: или отражения, прихо- 

дящие с разных сторон, перекрываются (рис. 5.16), или отраженные 

картинки совпадут (рис. 5.1а). Очевидно, картинки совпадут в том 

(и только том) случае, когда угол а имеет вид л_/К, где К=2, 3, ... 

В математическом смысле ситуация такова. На евклидовой плос- 

кости возьмем две прямые, образующие угол а, и рассмотрим груп- 

пу С всех преобразований плоскости, порожденных отражениями от 

этих прямых. Пусть РЕ — область плоскости, ограниченная двумя лу- 

чами, образующими угол а. Очевидно, никакие две области g(F) 

и 1(Е), 8, ПЕС, #1, не перекрываются в точности тогда, когда 

а= п /К, где К=2, 3, ... В этом случае С есть группа диэдра Г...
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Пусть теперь на плоскости дан выпуклый многоугольник Ё с уг- 

лами при вершинах, меньшими либо равными л/2. Рассмотрим 
группу преобразований плоскости С;, порожденную отражениями 

от прямых, содержащих стороны многоугольника ЕЁ. Мы говорим, 

что С; действует транзитивно на Е, если образы (РЁ) при разных 
Е СЕ не перекрываются. Для этого необходимо, чтобы все углы при 

вершинах многоугольника ЕЁ имели вид л /К для тех или иных значе- 

НИЙ К; это вытекает из сказанного в предыдущем абзаце. Очевидно, 

что это условие не является достаточным. 

Предыдущие рассуждения служат мотивировкой следующего 

определения. Выпуклый многоугольник Ё называется многоуголь- 

ником Кокстера, если углы при всех его вершинах имеют вид д/К, 
где К=2, 3, ..., и он порождает транзитивное действие группы Ср. 

Классификация многоугольников Кокстера проведена ниже — их 

всего четыре. 

Сказанное можно обобщить на трехмерное пространство. Соот- 

ветствующее определение таково: выпуклый многогранник Р на- 

зывается многогранником Кокстера, если все его двугранные уг- 

лы имеют вид п/К, где К =2, 3, ..., и он порождает транзитивное 
действие группы преобразований, порожденной отражениями от 

плоскостей, содержащих его грани. Классификация многогранни- 

ков Кокстера проведена ниже (их количество равно семи). 

$5.3. Геометрии Кокстера на плоскости 

Пусть Е — многоугольник Кокстера на плоскости В2. Геометрия 

Кокстера с фундаментальной областью Е — это геометрия (В?: Ср), 

где С; — группа преобразований плоскости, порожденная отраже- 
ниями от прямых, содержащих стороны многоугольника РЁ. Цель 

этого параграфа — классифицировать все геометрии Кокстера на 

плоскости. 

Теорема 5.3.1. С точностью до изоморфизма плоскости сущшест- 

вуют четыре геометрии Кокстера; их фундаментальными много- 

угольниками являются прямоугольник, равносторонний треуголь- 

ник, равнобедренный прямоугольный треугольник и прямоугольный 
треугольник с углами п /Зи п /6 (см. рис. 5.2). 

Доказательство. Пусть Е — фундаментальный многоугольник 

геометрии Кокстера. Если у него п сторон, то сумма его углов равна 

д(п-—2), а тогда среднее значение его угла составляет д(1-—2/п).
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Рис. 5.2. Четыре плоских геометрии Кокстера 

При этом п не может превосходить 4, поскольку иначе многоуголь- 

ник имел бы тупой угол (это противоречит определению). Если 

п =4, то все углы многоугольника равны л(1 — 2/4) = л/2, т.е. 

Е является прямоугольником. Наконец, если п = 3, а углы фунда- 

ментального треугольника равны 7/k, 7/1, л/т, то (поскольку их 
сумма равна дл) получаем диофантово уравнение для К, [, т: 

ттт. 
Ти ЕЁ 

У этого уравнения три решения: (3, 3, 3), (2, 4,4), (2, 3, 6). Эти ре- 

шения соответствуют трем треугольникам из формулировки теоремы. 

О 

85.4. Геометрии Кокстера в евклидовом пространстве ВЗ 

5.4.1. В этом параграфе мы изучаем геометрии Кокстера в про- 

странстве В3З. Многогранник Кокстера Ё с В3 — это выпуклый мно- 

гогранник (т.е. ограниченная область пространства, полученная
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Рис. 5.3. Семь многогранников Кокстера в трехмерном пространстве 

пересечением конечного числа полупространств) с двугранными 

углами вида л_/К, где К=2, 3, ... 

Геометрия Кокстера в пространстве ЕЮ с фундаментальным 

многогранником Ё определяется точно так же, как в случае 4=2 

(см. 85.3).
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Теорема 5.4.2. В трехмерном пространстве существуют семь 

геометрий Кокстера; их фундаментальные многогранники — четы- 

ре прямые призмы, основаниями которых являются прямоугольник, 

равносторонний треугольник, равнобедренный прямоугольный тре- 

угольник и прямоугольный треугольник с острыми углами п/Зип/6, 

а также три (неправильных) тетраэдра, показанные на рис. 5.3. 

Не очень трудно доказать, что семь многогранников, перечис- 

ленных в теореме, действительно определяют геометрии Коксте- 

ра. Чтобы доказать, что других не существует, требуются нетриви- 

альные сведения из линейной алгебры (в частности, понятие мат- 

рицы Грама). Поэтому мы опустим доказательство (см. книгу [11] 

и статьи в сборнике «Математическое просвещение», третья серия, 

вып. 7, 2003, с.45—115). 

Замечание о терминологии. Термин «геометрия Кокстера» не 

общепринят. Э. Б. Винберг использует вместо этого термина термин 

«калейдоскоп». При этом мы не будем называть «группой Коксте- 

ра» группу преобразований геометрии Кокстера, поскольку термин 

«группа Кокстера» обычно применяется в несколько ином смысле. 

Группы Кокстера — не только абстрактный математический объ- 
ект, но и важное средство моделирования в кристаллографии. Напри- 

мер, многогранник на рис. 5.3 6 — это кристалл обычной соли, а на 

рис. 5.За изображен кристалл алмаза. 

85.5. Схемы Кокстера и классификационная теорема 

5.5.1. В этом параграфе мы рассмотрим общий случай геомет- 

рии Кокстера в пространстве В“4 для произвольного натурального 4. 

Многогранник Кокстера Ё С К“ — это выпуклый многогранник (т.е. 

ограниченная область пространства В“, полученная пересечением 

конечного числа полупространств) с двугранными углами вида л /К, 

где К =2, 3,..., причем отражения от (4 — 1)-плоскостей, содержа- 

щих его грани, порождают группу СЕ, действующую транзитивно. 

(Определение меры двугранного угла в евклидовом пространстве 

произвольной размерности 4 можно найти в курсе линейной ал- 

гебры.) Геометрия Кокстера в пространстве К“ с фундаментальным 

многогранником Ё определяется точно так же, как в случаях а =2 

ud=3 (co. § 5.2 45.3). 

5.5.2. Схема Кокстера — это граф (с целыми весами, приписан- 

ными ребрам), который кодирует многогранник Кокстера (напри-
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мер, многоугольник) в какой-то размерности 4. Схема данного мно- 

гогранника Кокстера строится следующим образом: ее вершины со- 

ответствуют граням многогранника; если две грани образуют угол 

п/т, т > 3, то соответствующие вершины соединяются ребром ве- 
са т — 2; если две грани параллельны, соответствующие вершины 

соединяются ребром веса ©. (Отметим, что вершины, соответству- 

ющие перпендикулярным ребрам, ребром не соединяются.) 
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Рис. 5.4. Схемы Кокстера для геометрий Кокстера 

    
  

Вместо того чтобы писать на ребрах схемы веса 2, 3, 4, будем 

рисовать двойные, тройные, четверные ребра; чтобы обозначить 

бесконечный вес, будем чертить очень толстое ребро.
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Например, схема Кокстера для прямоугольника состоит из двух 

компонент, каждая из которых имеет две вершины, соединенные реб- 

ром с бесконечным весом, а схема равностороннего треугольника 

имеет три вершины, соединенные по кругу тремя ребрами с весом 1. 

Теорема 5.5.3. Геометрии Кокстера во всех размерностях опре- 

деляются связными компонентам своих схем Кокстера, приведен- 

ных на рис. 5.4. 

Доказательство мы опустим (см. [11], а также статьи в сборнике 

«Математическое просвещение», указанные выше). 

$5.6. Задачи 

5.1. Даны три плоскости Р\, Р., Р., содержащие ось $ евклидова 

пространства В3. Углы между Р и Р,, а также между Р› и Р; равны 

соответственно а и В. 

а) При каких условиях на а и В отражения от данных трех плос- 

костей порождают конечную группу? 

6) Если эти условия выполнены, как найти фундаментальную 

область такого действия? 

5.2. Три прямые [,, [,>, [3 на евклидовой плоскости образуют 

треугольник с (внутренними) углами а, Виу. 

а) При каких условиях на а, В, у отражения от трех данных 

прямых порождают дискретную группу? 

6) Если эти условия выполнены, как найти фундаментальную 

область такого действия? 

5.3. Рассмотрим шесть прямых Ё1, ..., [6, содержащие шесть сто- 

рон правильного плоского шестиугольника, и обозначим через С 

группу, порожденную отражениями от этих прямых. Задает ли эта 

группа геометрию Кокстера? 

5.4. Пусть Е — треугольник Кокстера, $1, $5, $3 — отражения от 

его сторон, С; — соответствующая группа преобразований. 

а) Дайте геометрическое описание, а также описание словами 

в алфавите $1, $5, $3 всех элементов группы Ср, оставляющих на ме- 

сте данную вершину треугольника РГ. 

6) Дайте геометрическое описание, а также описание словами 

в алфавите $1, $5, $3 всех элементов группы С`, являющихся парал- 

лельными переносами. 

Рассмотрите отдельно случаи трех различных треугольников 

Кокстера.
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5.5. Нарисуйте схемы Кокстера: 

а) для всех треугольников Кокстера; 

6) для всех трехмерных многогранников Кокстера. 

5.6. Докажите, что все ребра, исходящие из вершины трехмер- 
ного многогранника Кокстера, лежат на трех прямых, проходящих 
через эту вершину. 

5.7. Пусть (Ё : (р) — геометрия Кокстера произвольной размер- 

ности. Докажите следующее: 

а) если $ Е С; — отражение от гиперплоскости Р, то для любого 

<еСЕ элемент 858`' есть отражение от гиперплоскости gP; 

6) любое отражение, принадлежащее группе Сг, сопряжено от- 

ражению от одной из граней многогранника РЕ. 

5.8. Опишите какой-либо четырехмерный многогранник Кокс- 

тера, отличный от четырехмерного куба. 

5.9. а) Определяет ли геометрию Кокстера группа преобразова- 

ний, порожденная отражениями от граней правильного тетраэдра? 

6) Тот же вопрос для куба. 

в) Тот же вопрос для октаэдра. 

г) Тот же вопрос для додекаэдра.



Глава 6 

Сферическая геометрия 

До сих пор мы изучали геометрии, в которых группа преоб- 

разований конечна или дискретна. В этой главе мы приступим 

к изучению бесконечных непрерывных геометрий, начав со сфери- 

ческой геометрии ($? : О(3)). Ей соответствует группа изометрий 

двумерной сферы, т.е. подгруппа всех изометрий пространства 

R°, оставляющих на месте начало координат; в курсах линейной 

алгебры О(3) называется ортогональной группой. 
Вначале, однако, мы перечислим классические непрерывные 

геометрии, которые изучаются в нашем курсе. Некоторые из них, 

возможно, известны читателю, другие для него новы. 

$6.1. Перечень классических непрерывных геометрий 

Ниже перечислены, для дальнейших ссылок, несколько самых 

известных классических геометрий, в которых группы преобразова- 
НИЙ «непрерывны», а не конечны или дискретны. Мы не будем уточ- 

нять интуитивно ясное понятие непрерывной группы преобразова- 

ний (для этого потребовалось бы дать определение так называемых 

топологических групп или даже групп Ли), поскольку мы не будем 
использовать это понятие в общем виде: это не требуется в нашем 

вводном курсе. В оставшейся части главы материал этого парагра- 
фа не потребуется, так что читатель, желающий без промедления 

ознакомиться со сферической геометрией, может непосредственно 

перейти к 86.3. 

6.1.1. Конечномерные векторные пространства над полем ве- 

щественных чисел являются геометриями в смысле Клейна (общее 

определение этих геометрий см. в гл.1). В этом качестве их можно 
обозначить через 

(V" : GL(n)), 

где У" обозначает п-мерное векторное пространство над В, а СЦ(п) — 

полную линейную группу, т.е. группу всех невырожденных линей- 

ных отображений этого пространства в себя.
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Подгеометрия такой геометрии, полученная заменой группы 

GL(n) на ее nogrpynny O(n) (состоящую из ортогональных преоб- 

разований), называется п-мерным ортонормированным векторным 

пространством и обозначается 

(V" : O(n)). 

Эта «геометрия» в большой мере относится к алгебре и обычно изу- 

чается в курсе линейной алгебры. Мы предполагаем, что читатель 

знаком с линейной алгеброй и помнит простейшие основные опре- 

деления и факты из нее. 

6.1.2. Аффинные пространства — это, неформально говоря, ко- 

нечномерные пространства векторов «без фиксированного начала». 

Это означает, что их группы преобразований АН(п) содержат, кроме 

GL(n), Bce параллельные переносы (т.е. преобразования простран- 

ства, состоящие в прибавлении фиксированного вектора ко всем 

его элементам). Обозначим соответствующую геометрию через 

(V" : Aff(n)) wm (R": Aff(n)); 

последнее обозначение показывает, что элементами пространства 

теперь считаются точки, т.е. концы векторов (исходящих из начала 

координат), а не сами векторы. Это более геометричное понятие, 

чем понятие векторного пространства, но оно обычно также изуча- 

ется в курсах линейной алгебры. 

6.1.3. Евклидовы пространства — это геометрии, которые мы 

обозначим через 

(R" : Sym(R")); 

здесь Зут(В”) — группа изометрий евклидова пространства В", т.е. 

группа его преобразований, сохраняющих расстояния. В качестве 

подгруппы в ней содержится ортогональная группа О(п), которая 

состоит из всех изометрий, оставляющих начало координат на ме- 

сте (группа О(п) должна быть знакома читателю из курса линейной 

алгебры); кроме того, Зут(В") включает подгруппу параллельных 

переносов. 

Мы предполагаем, что читатель знает из школы евклидову гео- 
метрию для п=2, 3 (разумеется, там она вводится иначе, обычно 

с помощью некоторой модификации аксиом Евклида) и, кроме то- 

го, знаком со структурой групп изометрий евклидова пространства 

при п=2, 3.
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Читатель, испытывающий затруднения в элементарной евкли- 

довой планиметрии и стереометрии, может обратиться к гл. 0. Стро- 

гий аксиоматический подход к евклидовой геометрии в размерно- 

стях 4=2,3 (основанный на аксиомах Гильберта) можно найти 

в дополнении Б. 

Отметим, что группы преобразований этих трех геометрий (век- 

торные пространства, аффинные и евклидовы пространства) дей- 

ствуют на одном и том же пространстве (В” и У" естественным 

образом отождествляются), но они задают разные геометрии, по- 

скольку группы Сп), О(п), АЁ(п), $ут(В?) различны. Соответ- 

ствующие геометрии в этом курсе не изучаются: по традиции это 

делается в курсах линейной алгебры, и мы их упомянули лишь для 
полноты картины. 

Наш список продолжают еще три классические геометрии, ко- 
торые мы будем изучать, по крайней мере в малых размерностях 

(в основном в размерности 2). 

6.1.4. Гиперболические пространства ПТ." (или пространства Ло- 
бачевского) — это «пространства постоянной отрицательной кривиз- 

ны» (что это значит — вы узнаете гораздо позже, в курсе дифференци- 

альной геометрии). Соответствующая группа преобразований — это 

группа изометрий гиперболического пространства (т.е. группа пре- 

образований, сохраняющих «гиперболическое расстояние»). Мы бу- 

дем изучать лишь гиперболическое пространство размерности n = 2, 

т.е. гиперболическую плоскость. Мы рассмотрим три модели гипер- 

болической плоскости, в частности модель Пуанкаре на круге, 

(L? : 4); 

здесь Н? := {(х, у) Е В?: х? + у? < 1} — открытый единичный круг, 

а.И — группа преобразований Мёбиуса (определение появится в гл.7), 

отображающих круг в себя. 
Мы также рассмотрим две другие модели гиперболической плос- 

кости (модель на полуплоскости, также принадлежащую Пуанкаре, 

и модель Кэли—Клейна). В отдельной главе мы опишем, как попыт- 

ки доказать пятый постулат Евклида привели к возникновению ги- 

перболической геометрии, и изложим драматическую историю ее 

создания Гауссом, Лобачевским и Бойяи. 

6.1.5. Эллиптические пространства Е!" —это «пространства 

постоянной положительной кривизны» (что это значит — объяс-
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няется в курсах дифференциальной геометрии). В этой главе мы 

рассмотрим лишь двумерный случай, т.е. эллиптическую плоскость. 
Перед этим мы изучим сферическую геометрию, которая является 

главной темой этой главы, но может и рассматриваться как основ- 

ной строительный блок двумерной эллиптической геометрии. 

6.1.6. Проективные пространства КР" получаются из аффин- 

ных пространств, если определенным образом добавить к ним «бес- 

конечно удаленные точки», а в качестве группы преобразований 

взять группу линейных преобразований так называемых «однород- 

ных координат» точек (Хх! :... : Хи : Хи-1) © ВР". Можно обозначить 

эту геометрию через 

(RP" : Proj(n)). 

Проективная геометрия для произвольного п обычно изучается 
в курсах линейной алгебры. В нашем курсе мы рассмотрим про- 
ективную плоскость ВР? и лишь бегло взглянем на проективное 
пространство ЕР? (см. главу 12). 

$6.2. Некоторые основные факты 

из евклидовой планиметрии 

Ниже перечислены некоторые важнейшие факты из евклидовой 

планиметрии (включая современную формулировку некоторых по- 

стулатов Евклида), чтобы сравнить и противопоставить их соответ- 

ствующим фактам из сферической, эллиптической и гиперболиче- 

ской геометрии. 

I. Существует единственная прямая, проходящая через две дан- 

ные различные точки. 
П. Существует единственный перпендикуляр к данной прямой, 

проходящий через данную точку. (Перпендикуляр к данной пря- 

мой —это прямая, образующая четыре равных угла — прямые уг- 

лы — с этой прямой.) 

Ш. Существует единственная окружность с данным центром 

и данным радиусом. 
ГУ. Для любой точки на прямой и любого положительного числа 

существуют ровно две точки на этой прямой, расстояния от кото- 

рых до данной точки равны данному числу. 
У. Существует единственная прямая, параллельная данной пря- 

мой и проходящая через данную точку вне этой прямой. (Прямая 

параллельна данной прямой, если она не имеет с ней общих точек.)
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Это современная формулировка пятого постулата Евклида, который 

иногда называют самым важным и самым спорным научным утвер- 

ждением всех времен. 

УТ. Для параметров произвольного треугольника АВС, а именно 

Углов а, В, у при вершинах А, В, С и сторона, 6, с, противоположных 

этим вершинам, выполнены следующие формулы. 

(0) Формула суммы углов: а+ В+у=л. 

(1) Теорема синусов: ав < 

(П) Теорема косинусов: с? =а? + Ь? — 2аЬ созу. 

86.3. Прямые, расстояния, углы, поляры 
и перпендикуляры на $2 

Пусть $2 — единичная сфера в пространстве R?: 

$2 := {(х,у,5) Е В: x? + y7+ 2% = 1}; 

наша ближайшая цель — изучить геометрию (S? :O(3)), rae O(3) — 

ортогональная группа (т.е. группа изометрий пространства КЗ, 

оставляющих начало координат на месте). 

6.3.1. Основные определения. Прямая на сфере далее означа- 

ет большую окружность, т.е. пересечение сферы с плоскостью, про- 
ходящей через ее центр. Например, экватор сферы, как и мериди- 

ан, — это прямая. Угол между двумя прямыми определяется как дву- 

гранный угол (измеренный в радианах) между двумя плоскостями, 

их содержащими. Например, угол между экватором и любым мери- 

дианом равен л/2. Расстояние между двумя точками А и В опреде- 

ляется как мера (в радианах) угла АОВ. Таким образом, расстояние 

между северным и южным полюсами равно л, а расстояние между 

южным полюсом и любой точкой экватора равно 71/2. 

Очевидно, группа преобразований О(3) сохраняет расстояния 

между точками. Можно также показать (доказательство опускаем), 

что О(3) можно охарактеризовать как группу преобразований сфе- 

ры, сохраняющих расстояния (понимаемые в сферическом смысле, 

т.е. как описано выше). 

6.3.2. Полюсы, поляры, перпендикуляры, окружности. По- 

смотрим, что соответствует постулатам Евклида в сферической гео- 
метрии.
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I;. Существует единственная прямая, проходящая через две дан- 

ные различные точки, кроме случая, когда эти точки противополож- 

ны; тогда таких прямых бесконечно много. Примером этой особой си- 

туации служит совокупность меридианов, соединяющих два полюса. 
Пс. Существует единственный перпендикуляр к данной прямой, 

проходящий через данную точку, кроме случая, когда точка лежит 
на перпендикуляре, восставленном из центра сферы О к плоскости, 

содержащей эту прямую; тогда таких перпендикуляров бесконечно 

много. Примером этой особой ситуации служит экватор и, скажем, 

северный полюс: все меридианы проходят через полюс и перпенди- 

кулярны экватору. 

Более общим образом, поляра точки Р — это (сферическая) пря- 
мая, полученная пересечением сферы плоскостью, проходящей че- 

рез О и перпендикулярной к (евклидовой!) прямой РО. Обратно, если 

дана (сферическая) прямая [, то ее полюсами являются такие две про- 

тивоположные точки Р и Р’, что (евклидова) прямая РР! перпендику- 

лярна плоскости, в которой лежит [. Утверждению П; можно теперь 

придать следующий вид: существует единственный перпендикуляр 

к данной прямой, проходящий через данную точку, кроме случая, 
когда точка является полюсом этой прямой; в этом случае все пря- 

мые, проходящие через полюс, перпендикулярны данной прямой. 

Шс. Существует единственная окружность с данным центром С 

и данным радиусом р, если 0 < р < пл. Она определяется как множе- 

ство всех точек, (сферическое) расстояние от которых до С равно р. 

Легко видеть, что любая (сферическая) окружность — на самом деле 
евклидова окружность на сфере, лежащая в плоскости, перпендику- 

лярной к евклидовой прямой ОС и проходящей через точку [ этой 

et 
S 

Рис. 6.1. Перпендикуляры, полюсы и поляры
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прямой, для которой ОГ = созр. Отметим, что радиус евклидовой 

окружности будет меньше чем р. 

Пусть дана сферическая окружность с центром С и радиусом р. 

Заметим, что ее можно рассматривать как окружность радиуса 
п —р с центром С’, где С’— антипод точки С. Заметим далее, что 

самая длинная окружность с центром С — поляра точки С; ее радиус 
равен д /2. 

Г;- Для каждой точки на прямой и каждого положительного 

числа существуют ровно две точки на этой прямой, расстояния от 

которых до данной точки равны данному числу, если только это 

число меньше п. 

\У;. Любые две прямые пересекаются в двух противоположных (ан- 

типодальных, диаметрально противоположных) точках, т.е. в двух 

точках, симметричных относительно центра сферы $2. Следователь- 

но, в сферической геометрии не существует параллельных прямых. 
Если две точки А, В не противоположны, то существует лишь одна 

прямая, соединяющая их, а на этой прямой — единственный крат- 

чайший отрезок с концами в Аи В. Противоположные точки соеди- 

нены бесконечным множеством прямых (в случае северного и юж- 

ного полюсов это меридианы). 

6.3.3. Прямые как кратчайшие пути. В курсах дифференциаль- 

ной геометрии доказывается, что сферические прямые являются геоде- 
зическими, т.е. кратчайшими путями между двумя точками. При этом 
длина кривой определяется как криволинейный интеграл, а затем 

с помощью вариационного исчисления доказывается, что кривая ми- 

нимальной длины (на сфере), соединяющая две точки, в действитель- 

ности является дугой большой окружности, проходящей через них. 

86.4. Двуугольники и треугольники на сфере 

6.4.1. Двуугольники. Две сферические прямые [ и т пересека- 
ются в двух (противоположных) точках Ри Р’ и делят сферу на че- 

тыре области, которые называются двуугольниками. Каждый из них 

ограничен двумя «половинками» прямых [ и т, которые называются 

его сторонами, и имеет две вершины (точки Ри Р’). Четыре области 

составляют две пары конгруэнтных; два конгруэнтных двуугольни- 

ка из одной пары касаются друг друга в общих вершинах РиР’, и их 

углы при этих вершинах равны. Главным параметром двуугольника 

является мера а угла между определяющими его прямыми; если
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а 2 п/2, то два двуугольника, не конгруэнтные данному, называ- 

ются дополнительными к нему, их угол равен л-—а. Отметим, что 

угловая мера а задает соответствующий двуугольник с точностью 

до изометрии сферы. 

6.4.2. Площади фигур на сфере. Чтобы корректно описать из- 
мерение площадей фигур на плоскости, сфере и других поверхностях, 
нужно определить, что такое площадь и какие фигуры измеримы (т.е. 

имеют площадь). Для развития теории необходимо разработать ме- 

тоды для вычисления площади. В случае евклидовой плоскости есть 

несколько подходов к понятию плоскости: многие читатели, вероят- 

но, слышали о теории меры Жордана; более продвинутые, возможно, 

изучали меру Лебега; те, кто прослушал курс анализа функций мно- 

гих переменных, знают, что площади можно вычислять с помощью 
двойных интегралов. 

В этой книге мы не будем строить строгую теорию меры для 

изучаемых геометрий. В данном пункте мы лишь дадим набросок 

аксиоматического подхода к определению площадей сферических 

фигур; он аналогичен теории меры Лебега на евклидовой плоско- 

сти. Согласно такому подходу имеется семейство множеств на $, 

называемых измеримыми, причем выполнены следующие аксиомы. 

(1) Инвариантность. Две конгруэнтные измеримые фигуры име- 
ют равные площади. 

1) Нормировка. Вся сфера измерима и имеет площадь 4л. 

(1) Счетная аддитивность. Если измеримая фигура Ё является 

объединением счетного семейства измеримых фигур {Ё;} без общих 

внутренних точек, ее площадь равна сумме площадей фигур Ё.. 

Из этих аксиом очевидно следует, что площадь северной полу- 

сферы равна 2л, а каждый из четырех равных треугольников, на 
которые можно ее разделить, имеет площадь 1/2. 

6.4.3. Площадь двуугольника. Из аксиом, сформулированных 

в предыдущем пункте, легко вывести, что площадь $„/2 двууголь- 

ника с угловой мерой п /2 равна л. Действительно, сфера покрыва- 

ется четырьмя такими неперекрывающимися двуугольниками, кон- 

груэнтными друг другу; они имеют равную площадь согласно ак- 

сиоме (1), сумма их площадей есть площадь сферы согласно аксио- 

ме (1), а последняя равна 4л согласно аксиоме (1), откуда следует, 

что 

бл/2 — (470) /4 = TT.
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В случае, когда угловая мера а двуугольника равна числу л, 
умноженному на рациональное число, аналогично получаем 

S, = 2a. (6.1) 

В действительности эта формула верна для любого а, но если д/а 

иррационально, то ее доказательство требует перехода к пределу. 

Поэтому мы опустим доказательство, но в дальнейшем будем ис- 

пользовать вышеприведенную формулу при всех значениях а. 

6.4.4. Площадь треугольника. Пусть А, В, С —три различные 
точки сферы $2, причем никакие две из них не противоположны. 

Объединение кратчайших прямолинейных отрезков, соединяющих 

точки Аи В, ВиС, СиА, называется треугольником АВС. В тре- 

угольнике АВС мы всегда обозначаем через а, В, у меру углов при 

А, В, С соответственно, а через а, Б, с — длины сторон, противолежа- 

щих вершинам А, В, С (напомним, что длина а стороны ВС равна 

мере угла ВОС в пространстве В?). 
Теорема 6.4.5. Площадь 5 „вс сферического треугольника с угла- 

миа, В, у равна 
бдвс = а+В+у- Л. 

Доказательство. Имеется 12 сферических двуугольников, об- 

разованных парами прямых АВ, ВС, СА. Выберем из них шесть, 

а именно те, которые содержат либо треугольник АВС, либо про- 

тивоположный ему треугольник А’В’С’, образованный тремя точ- 
ками, противоположными точкам А, В, С. Обозначим площади вы- 

бранных двуугольников через $1, 51, 5п, $1, бш», бп. Каждая точка 
треугольников АВС и А’В’С’ покрыта в точности тремя из шести 

выбранных двуугольников, а каждая из остальных точек сферы 

покрыта ровно одним таким двуугольником (не считая точек на 

прямых). С учетом соотношения (6.1) можно записать 

4m = S,+S,+Sy +S, +S + Si, — 2S apc — 2S apc’ = 

= 2a+28 + 2y +2a+ 28 + 2y — 28 anc — 25 двс, = 

= 4(a+ B+y) —4S apc, 

поскольку треугольники АВС и А’В'С’ имеют равную площадь (как 

конгруэнтные). Из полученной формулы следует искомое равен- 

CTBO. U 

Из этой теоремы вытекает важное следствие.
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Рис. 6.2. Площадь треугольника и теорема синусов 

Следствие 6.4.6. Сумма углов любого треугольника больше чем п. 

Теорема синусов для евклидовых треугольников имеет следую- 
щий аналог в случае сферических треугольников. 

Теорема 6.4.7 (сферическая теорема синусов). 

sina _ sinb _ sinc 
sina  sinf  siny’ 

  

Чтобы доказать эту формулу, потребуется следующее утвержде- 

ние, которое иногда называют «теоремой о трех перпендикулярах». 

Лемма 6.4.8. Пусть А е В? — точка вне плоскости ®, точ- 
ка К —ее ортогональная проекция на ®, а [—ее ортогональная 

проекция на прямую [, лежашую в плоскости ®. Тогда КТ и [1 пер- 

пендикулярны. 
Доказательство. Прямая [ перпендикулярна плоскости АКТ, по- 

скольку она перпендикулярна двум непараллельным прямым в этой 

плоскости, а именно АГ и АК (последней прямой — поскольку пря- 

мая АК перпендикулярна любой прямой в плоскости 8). Следова- 

тельно, [ перпендикулярна любой прямой в плоскости АКГ, в част- 

ности прямой ГК. С 

Доказательство теоремы. Пусть Н — проекция точки А на плос- 

кость АВС, а Ё и М — ее проекции на прямые ОВ и ОС. Тогда со- 

гласно лемме [ и М совпадают с проекциями точки Н на ОВ и ОС. 

Поэтому 

|AH| = |LA|sinf =sincsinB, |AH|=|MA|siny = sinbsiny.
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Значит, 

5шьЬ : зт В = Япс: пу. 

Аналогично, проектируя С на плоскость АОВ и рассуждая, как вы- 

ше, получаем зтЬ : зт В = зпа : зта. Отсюда непосредственно вы- 

текает искомое равенство. С 

$6.5. Другие теоремы о треугольниках 

В этом параграфе мы сформулируем еще несколько теорем 

о сферических треугольниках. Их доказательства составляют пред- 

мет задач в конце главы. 
Теорема 6.5.1 (первая теорема косинусов). 

cosa = cosbcosc+sinbsinccosa. 

Теорема 6.5.2 (вторая теорема косинусов). 

cosa+cosf cosy = sin f siny cosc. 

Следствие 6.5.3 (аналог теоремы Пифагора). Если в треуголь- 

нике АВС угол при вершине С прямой, то 

cosc = cosacosb. 

Теорема 6.5.4. Медианы любого треугольника пересекаются в 00- 

ной точке. 
Теорема 6.5.5. Высоты любого треугольника пересекаются в 00- 

ной точке. 

86.6. Треугольники Кокстера на сфере $52 

Мы не будем строить в полной общности теорию замощений 

сферы $32 и геометрию Кокстера на сфере, но лишь рассмотрим 

треугольники Кокстера, т.е. сферические треугольники, все углы 

которых имеют вид д/т, т =2, 3, ... Из теоремы 6.4.5 сразу выте- 

кает, что если М экземпляров сферического треугольника Кокстера 

(п/р, п/а, д/г) покрывают сферу, то число М удовлетворяет дио- 

фантовому уравнению 

и М М 
—+—+—=N+4. 
р Ч r 

Группа преобразований соответствующей геометрии Кокстера ко- 

нечна, так что теорема 3.2.6 определяет возможный вид этой груп- 

пы: это либо одна из групп диэдра, либо группа тетраэдра, куба или
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В Ооо Az; O——O—O 

Рис. 6.3. Четыре замощения Кокстера на сфере 

додекаэдра. Группы диэдра дают очевидную бесконечную серию за- 

мощений, одно из которых показано на рис. 6.3. 
Три другие группы дают три возможных значения N: 

М = 24, 48, 120, 

и в каждом случае легко найти соответствующие значения (р, 4, Г). 

В итоге получаем все решения нашего диофантова уравнения: 

(2, 3,3), (2, 3,4), (2,3,5), (2,2,п) для п=2,3,... 

Соответствующие замощения сферы (и их схемы Кокстера) по- 

казаны на рис. 6.3.
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86.7. Двумерная эллиптическая геометрия 

6.7.1. Сферическая геометрия тесно связана с эллиптической 

геометрией, созданной Риманом. Эллиптическая геометрия полу- 
чается из сферической «отождествлением противоположных точек 

сферы $2». Точное определение можно сформулировать так. Рас- 
смотрим множество Е!]2, состоящее из пар противоположных точек 

(х, —х) на единичной сфере $? с В?. Группа О(3) действует на этом 
множестве (поскольку изометрии сферы переводят пары противо- 

положных точек в такие же пары) и тем самым определяет геомет- 

рию в смысле Клейна (ЕП? : О(3)), которую мы называем двумерной 

эллиптической геометрией. 

Прямые в эллиптической геометрии определяются как большие 

окружности на сфере $2, углы и расстояния — как в сферической 

геометрии, тригонометрия также не отличается от случая сфери- 

ческой геометрии. Вообще можно сказать, что эллиптическая гео- 
метрия локально совпадает со сферической, но эти геометрии резко 

различаются глобально. В частности, в эллиптической геометрии: 

° через любые две различные точки проходит ровно одна прямая; 

® для данной прямой и любой данной точки (кроме одной, кото- 

рая называется полюсом этой прямой) существует единственный 

перпендикуляр к этой прямой, проходящий через данную точку. 

Соотношение между двумя геометриями лучше всего выражено 
следующим утверждением, из которого вытекают простые доказа- 

тельства предыдущих фактов эллиптической геометрии. 

Теорема 6.7.2. Существует сюръективный морфизм 

D: (S? : O(3)) — (Ell? : 0(3)) 

сферической геометрии на эллиптическую, который является ло- 
кальным изоморфизмом (в том смысле, что любая область, содер- 

жащаяся в какой-либо полусфере, отображается на свой образ биек- 
тивно и изометрично). 

Доказательство. Отображение О очевидно: О: х-> (х, —х), а го- 

моморфизмом групп преобразований служит тождественное отобра- 

жение. Отсюда немедленно следуют все утверждения теоремы. C1 
Как отмечено выше, глобально обе геометрии очень различ- 

ны. Будучи метрическими пространствами, они являются топологи- 

ческими пространствами (в метрической топологии), которые да- 

же не гомеоморфны: одно из них — двусторонняя поверхность ($2), 

другое (ВР?) — односторонняя (она содержит ленту Мёбиуса).
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$6.8. Задачи 

Во всех задачах этой главы а, Ь, с — стороны, а, В, у — противо- 

лежащие им углы сферического треугольника. Радиус сферы равен 

R=1. 
6.1. Докажите первую теорему косинусов для сферы $7: соза = 

=cosbcosc+sinbsinccosa. 

6.2. Докажите вторую теорему косинусов для сферы $57: соза + 

+ с0$ В со$ у = эт В зту соза. 
6.3. Докажите, чтоа+Б-+с<2л. 

6.4. Верна ли в сферической геометрии теорема Пифагора? До- 

кажите аналог этой теоремы, сформулированный в следствии 6.5.3. 

6.5. Считая, что самолет летит по кратчайшему пути, выясните, 

проходит ли авиалиния Москва — Нью-Йорк над Испанией? А над 

Гренландией? Проверьте свой ответ, натянув на глобусе тонкую ве- 

ревочку между Москвой и Нью-Йорком. 

6.6. Найдите инфимум и супремум суммы углов равносторонне- 

го треугольника на сфере. 

6.7. Город А расположен на расстоянии 1000 км от городов В 

и С, траектории авиарейсов из Ав Вииз А в С взаимно перпенди- 

кулярны. Оцените расстояние между В и С. (Радиус Земли можно 

считать равным 6400 км.) 

6.8* Найдите площадь сферического диска радиуса г (т.е. обла- 

сти, которая ограничена сферической окружностью радиуса г). 

6.9. Найдите фундаментальные области для действия групп изо- 

метрий тетраэдра, куба, додекаэдра и икосаэдра на двумерной сфе- 

ре и определите количество образов фундаментальной области при 

соответствующем действии. 
6.10. Докажите, что любой сферический треугольник имеет опи- 

санную и вписанную окружности. 

6.11. Докажите, что медианы сферического треугольника пере- 

секаются в одной точке. 

6.12. Докажите, что высоты сферического треугольника | всегда 

пересекаются в одной точке. 

6.13. Пусть медианы и высоты сферического треугольника пере- 
секаются в точках М и А соответственно. Может ли оказаться, что 

М=А?



Глава 7 

`Модель Пуанкаре гиперболической 

геометрии на круге 

В этой главе мы приступаем к изучению самой известной из 

неевклидовых геометрий — гиперболической геометрии (которую 

по русски чаще называют геометрией Лобачевского), сосредоточив- 

шись на случае размерности два. Избегая сложностей аксиоматиче- 

ского подхода, мы в этой главе изложим гиперболическую плани- 
метрию, используя замечательную модель Пуанкаре на круге. Это 

геометрия в смысле Клейна, заданная действием некоторой группы 

преобразований на круге (а именно группы, порожденной отраже- 

ниями от окружностей, ортогональных границе круга). 

Чтобы описать эту модель, требуются некоторые факты из ев- 

клидовой планиметрии, которые, к сожалению, обычно не изучают 
в школе. Поэтому вначале напомним некоторые свойства инверсии 

(которая будет главной составляющей в рассматриваемой группе 

преобразований) и некоторые конструкции, связанные с ортого- 

нальными окружностями на евклидовой плоскости. Затем мы уста- 

новим основные факты гиперболической планиметрии и наконец 

обратимся к физическому миру, следуя рассуждениям Пуанкаре из 

его книги «Наука и гипотеза» [9] об эпистемологических вопросах, 

связанных с этой и другими геометриями. 

37.1. Инверсия и ортогональные окружности 

7.1.1. Инверсия и ее свойства. Главным инструментом, нуж- 

ным в этой главе, является инверсия — классическое преобразо- 

вание из элементарной планиметрии. Обозначим через %& плос- 

кость В? с добавленной точкой (которая называется бесконечно 

удаленной точкой и обозначается через ©). Множество # :=В? Ц о 

можно также интерпретировать как комплексную плоскость С с до- 

бавленной «бесконечно удаленной точкой»; тогда оно называется 

римановой сферой и обозначается С. 
Инверсией с центром ОЕЕ? и радиусом г > 0 называется преоб- 

разование плоскости, отображающее каждую точку М в точку М на
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луче |0, М), для которой выполнено равенство 

\OM|-|ON| = r?, (7.1) 

а также меняющее местами точки О и ®. Иногда инверсию называ- 

ют отражением относительно окружности инверсии, т.е. окружно- 

сти радиуса г с центром О. 

Чтобы построить образ точки М при инверсии с центром О 
и радиусом г, есть простой геометрический способ: надо начертить 

окружность инверсии, восставить из точки М перпендикуляр к ОМ 

до пересечения с окружностью в точке Т, а затем провести каса- 

тельную к окружности в этой точке до пересечения с лучом [О, М} 

в точке М; тогда М будет образом точки М при данной инверсии (см. 

рис. 7.1). Действительно, прямоугольные треугольники ОМТ и ОТМ 

подобны (они имеют общий острый угол при вершине О), и потому 

|OM| _ |OT| 

JOT| — |ON/’ 
откуда ввиду равенства |ОТ| =г получаем соотношение (7.1). 

  
Рис. 7.1. Инверсия |ОМ|.|ОМ|=г" 

Если пополненная плоскость % интерпретируется как риманова 

сфера С, то примером инверсии (с центром О и радиусом 1) служит 

отображение 3 => 1/5, где черта над 5 обозначает комплексное со- 

пряжение. 

Из определения непосредственно следует, что инверсии — это 

биекции комплексной плоскости # = С, которые оставляют на ме-
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сте точки окружности инверсии, «выворачивают круг наизнанку» 

(точки, которые были внутри окружности, оказываются снаружи, 

и наоборот) и являются инволюцими (т.е. композиция инверсии 

с собой — тождественное отображение). Кроме того, инверсии об- 
ладают следующими важными свойствами. 

(Г) Инверсии отображают любую окружность или прямую в ок- 

ружность или прямую. В частности, прямые, проходящие через 

центр инверсии, отображаются в себя (но «выворачиваются на- 

изнанку» в том смысле, что О переходит в © и обратно, а часть 

прямой, расположенная внутри окружности, оказывается снаружи 

и обратно); окружности, проходящие через центр инверсии, пере- 

ходят в прямые, а прямые, не проходящие через центр инверсии, 

переходят в окружности, проходящие через него (см. рис. 7.2). 

     

  

   _
-
-
-
 

-
т
 

Рис. 7.2. Образы окружностей и прямых при инверсии 

Из определения ортогональности следует, что касательная из 

центра О окружности ®о к другой окружности «&; проходит через 

точку пересечения Т этих окружностей. Теперь рассмотрим инвер- 

сию с центром О и радиусом г = |ОТ|. Согласно свойству (Ш) она 

переводит окружность «7 в себя; в частности, точка М отображается 
в №, точка Т (как и другая точка пересечения окружностей) остается 

на месте, а две дуги окружности 7, которые высекает %о, меняют- 

ся местами. Далее заметим, что и обратно, инверсия относительно 

окружности “1 преобразует о аналогичным образом.
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Рис. 7.3. Ортогональные окружности 

(5) Инверсии отображают любую окружность или прямую, орто- 

гональную окружности инверсии, в себя. См. рис. 7.3, где показаны две 

ортогональные окружности «о и %®1 с центрами О и [ соответственно. 

(1) Инверсии сохраняют меру углов; здесь под мерой углов, об- 

разованных двумя пересекающимися кривыми, понимается обычная 

(евклидова) мера угла между их касательными в точке пересечения. 

Элементарные доказательства свойств (1)—(11) предоставляются 

читателю (см. задачи 7.1—7.3). 

7.1.2. Построение ортогональных окружностей. Мы уже от- 

метили важную роль, которую играют при инверсии ортогональные 
окружности (см. свойство (1) из п.7.1.1). Теперь опишем несколько 

способов их построения, которые будут использоваться в дальнейшем. 

  

  
Рис. 7.4. Инверсия, переводящая произвольную точку Ав О
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Лемма 7.1.3. Пусть точка А лежит внутри окружности GC 

с центром в точке О; тогда существует окружность, ортогональ- 

ная ©, отражение от которой отображает А в О. 

Доказательство. Восставим перпендикуляр из А к прямой ОА 

до пересечения в точке Т с окружностью «“ (см. рис. 7.4). 

Проведем касательную к °& в точке Т до пересечения с ОА в точ- 

ке [. Тогда для нашей цели подойдет окружность радиуса [Т с цен- 

тром Г. В самом деле, подобные прямоугольные треугольники [АТ 

и [ТО удовлетворяют соотношению |[1А|/|1Т| = |1Т|/ТО|, откуда следу- 

ет, что |[А|- 10| = ИТ], а это означает, что О получается из А при отра- 

жении от окружности радиуса |1Т| с центром Г, что и требовалось. O 

Следствие 7.1.4. (1) Пусть А и В— точки внутри окружности 

«о, не лежащие на одном и том же диаметре; тогда через А и В 

проходит ровно одна окружность, ортогональная к “5. 

(1) Пусть А— точка внутри окружности %%, а Р— точка на 

этой окружности, не лежащая на том же диаметре, что и А; тогда 

через А и Р проходит ровно одна окружность, ортогональная к %. 

(111) Пусть Р и О — точки на окружности © с центром О, при- 

чем РО не является диаметром; тогда существует единственная 
окружность %&’, ортогональная к у и проходящая через Р и О. 

(iv) Пусть А — точка внутри окружности «6% с центром О, а 9— 

окружность, ортогональная к Gy; тогда существует единственная 

окружность %&, ортогональная обеим окружностям % и 9 и прохо- 

дящая через А. 

Доказательство. Утверждение (i) доказывается явным пошаго- 

вым построением нужной окружности с помощью циркуля и линей- 

ки. Построение показано на рис. 7.5; числа в скобках около каждой 

точки показывают, на каком шаге точка получена. 

Вначале применим лемму 7.1.3, чтобы найти инверсию ф, пе- 

реводящую А в центр О данной окружности; а именно восставим 

из А перпендикуляр к ОА до пересечения с ® в точке Т (1), затем 

проведем из Т перпендикуляр к ОТ до пересечения [ (2) с ОА; иско- 

мая инверсия имеет центр [ и радиус |1Т|. Соединив В с Г, построим 

касательную В5 (3) к окружности инверсии ф и найдем образ B’ (4) 

точки В при инверсии ф, опустив перпендикуляр из 5 на 1В. 

Затем проведем прямую В’О и найдем точки ее пересечения 

М, М сокружностью инверсии ф. Наконец, проведем окружность ©, 

проходящую через точки М, М, [. Эта окружность чудесным обра- 

зом проходит через А и В и ортогональна окружности %5! Разуме-
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Рис. 7.5. Окружность, ортогональная к %‹ и содержащая А, В 

ется, в этом нет никакого чуда: окружность %’ проходит через А 

и В, поскольку является прообразом прямой ОВ’ при инверсии ф 

(см. п. 7.1.1, свойство (1), а ортогональна окружности %‹у она пото- 

му, что это верно для ОВ’ (см. п.7.1.1, свойство (Н)). 

Единственность очевидна в случае А = О, а в общем случае вы- 

текает из свойств (П—(1) из п. 7.1.1. 
Утверждение (11) доказывается аналогично: отобразим Ав О по- 

средством инверсии ф, соединим О и ф(Р) и далее рассуждаем, как 

выше. 
Чтобы доказать утверждение (1), проведем прямые ОР и ОО, вос- 

ставим к ним перпендикуляры из Р и О соответственно и обозначим 

через [ их точку пересечения. Тогда окружность радиуса |Р| с цен- 

тром [ искомая. Ее единственность легко доказывается от противного. 

Чтобы доказать утверждение (1\), снова применим лемму 7.1.3 

и построим инверсию ф, которая переводит «у в себя, а точку А 
в О. Из точки О проведем (единственный) луч %, ортогональный 

кф(4?). Тогда окружность ф`'(%) искомая. О 

37.2. Построение модели на круге 

7.2.1. Модель на круге гиперболической геометрии — это гео- 

метрия (1.2 :.4/), точки которой — точки открытого круга 

L? := {(х, у) е В?: х+у? <,
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а группа преобразований .@ порождена отражениями от всех окруж- 

ностей, ортогональных граничной окружности 

А := {(х, у) : х*+у? =1} 

круга 1.2, и отражениями от всех диаметров окружности А. Груп- 

па. действительно является группой преобразований круга [.?: из 

сказанного в п. 7.1.1 вытекает, что указанные отражения переводят 

круг в себя, а так как отражения обратны себе, выполнена импли- 

кация рЕ.Ш => yp EM. 

Мы часто будем называть 1.2 гиперболической плоскостью или 

плоскостью Лобачевского. Граничная окружность А (которая не яв- 

ляется частью гиперболической плоскости) называется абсолютом. 

7.2.2. Позже мы увидим, что „И в действительности является 

группой изометрий гиперболической геометрии относительно ги- 

перболического расстояния, которое будет определено в следующей 
главе. Мы увидим, что, хотя евклидово расстояние между точками 

круга 1.2 всегда меньше двух, по отношению к гиперболическому 

расстоянию гиперболическая плоскость неограниченна. Концы ко- 

роткого (в евклидовом смысле!) отрезка вблизи абсолюта весьма 

удалены друг от друга в смысле гиперболического расстояния. 

Рисунок 7.6 дает представление о том, что происходит при изо- 

метрическом преобразовании (простейшем, а именно отражении 

от прямой). Отметим, что с нашей евклидовой точки зрения отра- 

жение меняет размеры и формы на картинке, тогда как с гипер- 

болической точки зрения размеры и форма образа такие же, как 

у оригинала. Из рисунка ясно также, что гиперболические отраже- 

ния меняют ориентацию. 

  
Рис. 7.6. Изометрия гиперболической плоскости
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87.3. Точки и прямые на плоскости Лобачевского 

7.3.1. Прежде всего определим точ- 

ки на гиперболической плоскости: это про- 

сто точки открытого круга 1.2. Определим 
теперь прямые на гиперболической плос- 

кости как пересечения круга 1.2 с (евкли- 

довыми) окружностями, ортогональными 

абсолюту, а также с диаметрами абсолюта 

(без концевых точек), см. рис. 7.7. 

Отметим, что концы дуг и диаметров Рис. 7.7. Прямые на плоско- 
не принадлежат гиперболической плос- сти Лобачевского 
кости: они лежат на абсолюте, точки ко- 
торого не принадлежат нашей геометрии. Рисунок 7.7 показывает, 

что некоторые прямые пересекаются в одной точке, другие не име- 

ют общих точек и никакие две не имеют двух общих точек (в от- 

личие от прямых в сферической геометрии). Это не удивительно, 

поскольку справедлива следующая теорема. 
Теорема 7.3.2. Через любую пару различных точек гиперболиче- 

ской плоскости проходит одна и только одна прямая. 

Доказательство. Теорема непосредственно вытекает из след- 

ствия 7.1.4, п. (1). O 

  

87.4. Перпендикуляры 

7.4.1. Две прямые на гиперболической плоскости называются 

перпендикулярными, если они ортогональны в смысле элементар- 

ной евклидовой геометрии. Если они обе — диаметры абсолюта, 
то они перпендикулярны в обычном смысле. Если они обе — дуги 

окружностей, то касательные к ним в точке пересечения перпен- 

дикулярны. Если же одна из них— дуга, а другая — диаметр, то 

диаметр перпендикулярен касательной к дуге в точке пересечения. 
Теорема 7.4.2. Существует ровно одна прямая, проходящая че- 

рез данную точку и перпендикулярная данной прямой. 
Доказательство. Теорема непосредственно вытекает из: след- 

ствия 7.1.4, п. (iv). O 

§7.5. Параллельные и расходящиеся прямые 

7.5.1. Пусть [— прямая, а Р — точка гиперболической плоско- 

сти [.2, не принадлежащая этой прямой. Обозначим через А и В
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Рис. 7.8. Перпендикулярные и параллельные прямые 

точки, в которых [ пересекает абсолют. Рассмотрим прямые К = РА 

ит = РВ, и пусть А’ и В'’— вторые точки их пересечения с абсо- 

лютом. Ясно, что прямые К и т не пересекают [. Более того, [ не 

пересекается с любой прямой, проходящей через Р между Кит (т.е. 
содержащей Р и соединяющей дуги АА’ и ВВ’). Прямые АРА' и ВРВ' 

называются параллельными прямой [, а прямые между ними — рас- 

ходящимися с [. 

Мы доказали следующее утверждение. 
Теорема 7.5.2. Если точка Р не принадлежит прямой [, mo cy- 

ществует бесконечно много прямых, проходящих через Р и не пере- 

секающих [. Все эти прямые расположены между двумя прямыми, 
параллельными прямой [. 

Эта теорема противоречит знаменитому пятому постулату Ев- 

клида, который в современной формулировке утверждает, что через 
данную точку проходит ровно одна прямая, параллельная данной 
прямой. На протяжении двух с лишком тысяч лет математики и фи- 

лософы предприняли множество попыток вывести пятый постулат 

из других постулатов Евклида (простых и интуитивно очевидных, 

в отличие от пятого постулата). Если бы такое доказательство было 

найдено, евклидову геометрию можно было бы объявить абсолют- 
ной истиной и с физической, и с философской точки зрения. Она 

стала бы одним из фактов, которые немецкий философ Кант вклю- 

чил в категорию априорных синтетических. В течение двух тысяч 

лет наивная вера ученых в абсолютную истинность евклидовой гео- 

метрии мешала потенциальным создателям других геометрий осо- 

знать, что они нашли нечто ценное. Поэтому появление непротиво- 

речивой геометрии, в которой не выполнен пятый постулат, было
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не только принципиальным достижением в истории математики, 

но и одним из поворотных пунктов в философии науки. Подробнее 

об этом см. главу 11. 

$7.6. Сумма углов треугольника 

7.6.1. Рассмотрим три точки А, В, С, не лежащие на одной пря- 

мой. Три отрезка [А, В], [В, С], [С, А] (называемые сторонами) об- 

разуют треугольник с вершинами А, В, С. Углы треугольника (изме- 

ренные в радианах) считаются равными углам (в евклидовой мере) 

между касательными к сторонам в вершинах. 

Теорема 7.6.2. Сумма углов а, В, у треугольника АВС меньше 

двух прямых углов: 

а В +у < п. 

Доказательство. Ввиду леммы 7.1.3 можно без потери общно- 

сти считать, что А совпадает с О (центром круга 1.2). Но если теперь 

сравнить гиперболический треугольник ОВС с евклидовым тре- 

угольником ОВС, то мы видим, что их угол при вершине О одина- 

ков, но евклидовы углы при В и С больше, чем их гиперболические 

двойники (см. рис. 7.9), откуда следует утверждение теоремы. C1 

  
Рис. 7.9. Сумма углов гиперболического треугольника 

Легко видеть, что у очень маленьких треугольников сумма углов 

очень близка кл, и на самом деле точная верхняя грань сумм углов 

гиперболических треугольников равна п. При этом точная нижняя 

грань этих сумм равна 0. Чтобы убедиться в этом, разделим абсолют
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Рис. 7.10. Обыкновенный треугольник и «треугольник» 

с суммой углов, равной 0 

на три равные части точками Р, О, В и построим три окружности, 

ортогональные абсолюту и проходящие через пары точек Ри О, О и В, 

КиР соответственно (см. рис. 7.10). Такие окружности существуют 

согласно следствию 7.1.4, п. (1). Тогда все углы «треугольника» РОК 

равны нулю, поэтому и их сумма равна нулю. Разумеется, на самом 
деле РОК не является треугольником в нашей геометрии (его верши- 

ны, находясь на абсолюте, не являются точками круга 1.^), но если 

взять три точки Р’, О’, В’, достаточно близкие кР, О, В, то сумму углов 

треугольника P’Q’R’ можно сделать меньше любого заданного & > 0. 

87.7. Повороты и окружности на гиперболической плоскости 

Выше мы упомянули, что расстояние между точками гиперболи- 

ческой плоскости будет определено позже. Напомним, что гипербо- 

лическая плоскость — это геометрия (1.2:..4/), где по определению 

M — группа преобразований, порожденная всеми отражениями от 

всех гиперболических прямых. Если взять композицию двух отраже- 

ний от пересекающихся прямых, то результат должен быть «поворо- 

том», но сейчас мы не можем это сформулировать, так как не имеем 

определения поворота: нельзя дать обычное (евклидово) определение 

поворота или хотя бы окружности, пока не введено расстояние. 

Однако понятия поворота и окружности все же можно опреде- 

лить, не обращаясь к понятию расстояния, следующим естествен- 

ным образом: поворот вокруг точки Р ЕТ? — это, по определению,
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композиция любых двух отражений от прямых, проходящих через Р. 

Если Ги А— различные точки из 1.2, то (гиперболическая) окруж- 

ность с центром [ и радиусом |[А| есть множество образов точки А 

при всех поворотах вокруг [. 
Теорема 7.7.1. (Гиперболическая) окружность в модели Пуанка- 

ре на круге является евклидовой окружностью, и обратно, любая 

евклидова окружность в 1.2 является гиперболической окружностью 

в геометрии (1.2 :.Щ). 
Доказательство. Пусть %& — окружность с центром [ и радиу- 

сом [А в геометрии (1.?:.4). Согласно лемме 7.1.3 можно перевести 

Гв центр О круга 1.2 посредством отражения ф. Пусть р — пово- 

рот вокруг [, заданный прямыми [1 и (5. Тогда прямые 41 := ф([1) 

и 42 := < (5) являются диаметрами абсолюта, а композиция отраже- 

ний от этих диаметров является евклидовым поворотом вокруг О 

(и одновременно гиперболическим поворотом). Этот поворот пере- 

водит точку ф(А) в точку на окружности <’ с центром О и радиусом 

Оф(А), которая является одновременно евклидовой и гиперболиче- 

ской окружностью. По следствию 7.1.4 (п. (1)) ее прообраз ф`'(%’) 

будет (евклидовой!) окружностью. Но ф`'(%”) совпадает с ® по 

построению, так что «действительно является евклидовой окруж- 

ностью в нашей модели. O 

Доказательство обратного утверждения аналогично и предо- 

ставляется читателю (см. задачу 7.7). 

$7.8. Гиперболическая геометрия и физический мир 

В своей известной книге «Наука и гипотеза» [9] Анри Пуанкаре 

описывает физику маленькой «вселенной» и физические теории, ко- 

торые создавались бы ее обитателями. Пуанкаре рассматривал ев- 

клидову вселенную, имеющую вид открытого единичного круга на 

двумерной плоскости. Температура равна 100° по Фаренгейту в цен- 

тре круга и линейно убывает до абсолютного нуля на его границе. 

Размеры предметов (в том числе живых существ) пропорциональны 

температуре. 
Как опишет основные физические законы такой вселенной жи- 

вущее в этом круге маленькое плоское существо, наделенное разу- 

мом? Первый его вопрос мог бы оказаться таким: мир конечен или 

бесконечен? Чтобы ответить на этот вопрос, организуется экспе- 

диция; но при ее приближении к границе круга ноги исследовате-
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лей становятся меньше, их шаги короче — они никогда не достигнут 

границы, так что сделают заключение, что мир бесконечен. 

Следующий вопрос может быть таким: меняется ли температура 

во вселенной? Сконструировав термометр (основанный на разнице 

коэффициентов расширения различных материалов), ученые пере- 

мещают его по вселенной и делают измерения. Однако, поскольку 

размеры всех предметов одинаково меняются с температурой, тер- 

мометр повсюду дает одинаковые показания — ученые заключают, 

что температура постоянна. 

Затем ученые могут заняться прямыми линиями, т.е. исследовать, 

каков кратчайший путь между двумя точками. Они обнаружат, что 

кратчайший путь есть то, что мы воспринимаем как дугу окружности, 
содержащей данные две точки и ортогональной к граничной окруж- 

ности вселенной (так будет потому, что путь по такой окружности 

приближает исследователя к центру круга и, следовательно, увели- 
чивает длину его шагов). Далее, они найдут, что кратчайший путь 

единствен, и будут рассматривать такие пути как «прямые линии». 

Продолжая развивать геометрию, обитатели маленькой плоской 

вселенной Пуанкаре решат, что через данную точку проходит более 
чем одна прямая, параллельная данной, что сумма углов треуголь- 

ника меньше чем дл, и получат другие утверждения гиперболиче- 

ской геометрии. 
Итак, они придут к заключению, что живут в бесконечной плос- 

кой вселенной с постоянной температурой и что она управляется 

законами гиперболической геометрии. Но это неверно: их вселен- 

ная — конечный круг, ее температура меняется (стремится к нулю 

при приближении к границе), а соответствующая геометрия евкли- 

дова, а не гиперболическая! 
Философский вывод из рассуждения Пуанкаре состоит не в агно- 

стицизме — он идет глубже. Описанная физическая модель, соглас- 
но Пуанкаре, показывает, что не только нельзя установить истину 

о вселенной, но и вообще нет смысла говорить об «истине» или 

приближении к истине в науке — в практическом смысле обитатели 

физической модели Пуанкаре совершенно правы, когда используют 

гиперболическую геометрию как основу своей физики, поскольку 
это удобно, и лишь вред принесут поиски какой-либо абстрактной 

Истины, которая заведомо не имеет практического значения. 

Это заключение оспаривалось другими мыслителями, но мы не 

станем вступать в эту философскую дискуссию.
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$7.9. Задачи 

7.1. Докажите, что инверсия отображает окружности и прямые 

в окружности или прямые. 

7.2. Докажите, что инверсия отображает в себя любую окруж- 

ность, ортогональную окружности инверсии. 

7.3. Докажите, что инверсия конформна (т.е. сохраняет угловую 

меру). 

7.4. Докажите, что если точка Р лежит вне окружности у, а А, 

В— точки пересечения этой окружности с прямой [, проходящей 

через Р, то произведение |РА| . |РВ| (которое называется степенью 

точки Р относительно у) не зависит от выбора прямой [. 
7.5. Докажите, что если точка Р лежит внутри окружности у, 

а А, В — точки пересечения этой окружности с прямой [, проходя- 

щей через Р, то произведение |РА| . |РВ| (которое тоже называется 

степенью точки Р относительно у) не зависит от выбора прямой [. 

7.6. Докажите, что инверсия относительно окружности, ортого- 
нальной данной окружности <“, биективно отображает на себя круг, 

границей которого является GC. 

7.7. Докажите, что любая евклидова окружность внутри модели 
на круге является и гиперболической окружностью. Совпадаетли ее 

обычный (евклидов) центр с ее «гиперболическим центром»? 

7.8. Рассмотрим рис. 7.11. Показаны ли на нем какие-либо замо- 

щения круга L? правильными многоугольниками? Сколько у них 

сторон? Распознали ли вы на этом чертеже геометрию Кокстера 

  
Рис. 7.11. Прямые на гиперболической плоскости
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с «гиперболическими треугольниками Кокстера» в качестве фунда- 

ментальных областей? Чему равны углы этих треугольников? 

7.9. Докажите, что любая инверсия римановой сферы С сохра- 

няет двойное отношение четырех точек: 

23—21 254-21 

#3 — 22 24—22. 

7.10* Используя комплексные числа, выведите формулу для рас- 

стояния между точками в модели Пуанкаре на круге и докажите, 

4TO «симметрия относительно прямых» (т.е. инверсия) сохраняет 

это расстояние. 

7.11. Докажите, что гиперболическая геометрия однородна в том 

смысле, что для любых двух флагов (т.е. полуплоскостей с отмечен- 

ной точкой на границе) существует изометрия, переводящая один 

флаг в другой. 
7.12. Докажите, что гиперболическую плоскость (заданную по- 

средством модели Пуанкаре) можно замостить правильными пяти- 

угольниками. 

7.13. Определите инверсию в евклидовом пространстве 3 (от- 

носительно сферы). Сформулируйте и докажите ее основные свой- 

ства: инверсия переводит плоскости и сферы в плоскости или сфе- 

ры; любую сферу, ортогональную сфере инверсии, — в себя; любую 

плоскость, проходящую через центр инверсии, — в себя. 

7.14. Используя предыдущую задачу, докажите, что любая ин- 

версия в пространстве В3 переводит окружности и прямые в окруж- 

ности или прямые. 

7.15. Докажите, что любая инверсия в пространстве В? кон- 

формна (сохраняет угловую меру). 

7.16. Постройте модель гиперболического трехмерного прост- 

ранства на открытом единичном шаре (используйте задачу 7.13). 

7.17. Докажите, что существует ровно один общий перпендику- 

ляр, соединяющий две непересекающиеся прямые. 

7.18. Пусть А„Ри А„Р’— параллельные прямые (где А., —точ- 

ка на абсолюте), М — произвольная точка на А.Р. Будем говорить, 

что точка М’Е А„Р’ соответствует точке М, если углы А„ММ’ 

vu A.,.M’M равны. Докажите, что любой точке МеА.Р соответствует 

единственная точка на прямой А.Р”. 

7.19. Геометрическое место всех точек, соответствующих точ- 

ке М на прямой А„Р и лежащих на прямых, параллельных А.Р, 

называется орициклом. Как выглядят орициклы в модели Пуанкаре? 

  
(51, 295 53, 54) =



Глава 8 

Модель Пуанкаре на полуплоскости 

В этой главе мы рассмотрим другую модель гиперболической 

плоскости, также принадлежащую Пуанкаре. Эта модель тоже яв- 

ляется геометрией в смысле Клейна, и в последующих главах мы 

узнаем, что на самом деле она изоморфна (как геометрия) модели 

на круге, рассмотренной в гл. 7. 

Точки модели на полуплоскости — это просто комплексные чис- 

ла с положительной мнимой частью (т.е. лежащие «над» веществен- 

ной осью). Такое расположение точек не обладает такой симметри- 

ей, как на круге, но модель на полуплоскости имеет то достоинство, 
что элементы ее группы преобразований (т.е. некоторой подгруппы 

в группе Мёбиуса дробно-линейных преобразований, определение 

см. ниже) можно задать простыми явными формулами, причем су- 

ществует изящная формула для расстояния между двумя точками. 

Мы увидим, что группа изометрий относительно такого рассто- 
яния является в действительности группой преобразований данной 

модели, так что эта модель показывает, что гиперболическая гео- 

метрия является геометрией в традиционном смысле: ее структура 
определяется функцией расстояния. Это позволит ввести «гипербо- 

лическую тригонометрию» и понять смысл таинственных «абсолют- 
ных констант», возникающих в гиперболической планиметрии. 

Чтобы ввести модель на полуплоскости, потребуется подробнее 

рассмотреть некоторые группы преобразований, действующие на 
римановой сфере С =Сио, и мы начнем главу с изучения этих 

преобразований. 

$ 8.1. Аффинные и дробно-линейные преобразования 

комплексной плоскости С 

В этом параграфе мы будем изучать различные подгруппы груп- 

пы дробно-линейных преобразований, действующие на римановой 

сфере С. Эффективным инструментом в наших конструкциях будет 
понятие двойного отношения, с которого мы и начнем.
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8.1.1. Двойное отношение четверки комплексных чисел 51, 2, 

53, $4 Е С по определению равно 

23 — 21 24 — 21 

23—22 24—82’ 
  (21, 22, 23, 54) := (8.1) 

8.1.2. Аффинные преобразования. Отображение комплексной 

плоскости на себя вида з-›+аз-+Ь, ©.» о, где а, БЕС иа?20, назы- 

вается аффинным. В частности, при а =1 аффинное преобразование 

является параллельным переносом (на вектор ОВ, где В — точка ком- 

плексной плоскости, которая соответствует комплексному числу Б). 

Теорема 8.1.3. Аффинные преобразования переводят прямые ли- 

нии в прямые, окружности в окружности, сохраняют углы и двойные 
отношения. 

Доказательство. Положив а = ге, г > 0, можно записать 

greg rs r(el?z) > (re'¥z) +b =azt+b. 

Отсюда видно, что любое аффинное преобразование есть композиция 

поворота (на угол ф), гомотетии (с центром в нуле и коэффициен- 

том г) и параллельного переноса (на вектор Ь). Отсюда следует утвер- 

ждение теоремы, поскольку повороты, гомотетии и параллельные пе- 

реносы заведомо обладают всеми четырьмя нужными свойствами. 

Наименее очевидно здесь, что гомотетии центром в нуле сохраняют 

двойное отношение, но это немедленно следует из того факта, что 

гомотетия на комплексной плоскости — умножение на вещественное 

число (которое сократится в каждой дроби двойного отношения). O 

8.1.4. Дробно-линейные преобразования. Преобразование ком- 

плексной плоскости, заданное на С \ {—4/с} формулой 

az+b 
-—> 

cz+d’ 
  где ас— Ба = 0, (8.2) 

и переводящее точку 4 в ©, ав с, называется дробно-линейным. 

Множество всех дробно-линейных преобразований образует груп- 

пу, которая называется группой Мёбиуса и обозначается Mob. 

На самом деле можно следующим образом показать, что ком- 

позиция дробно-линейных преобразований является дробно-линей- 
ным преобразованием: подставив (а15 + Ь1)/(с:5 + 4.) вместо z 

в выражение (аз + Ь) / (сз + а), получим (после некоторых выкладок) 

(aa, +bc,)z+(ab, +bd,) | 

(ca, +dc,)z+ (cb, +dd,)’ 
  (8.3)
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но это выражение имеет вид (8.2), так что композиция действитель- 

но дробно-линейна. 

Легко доказать также, что преобразование, обратное дробно-ли- 
нейному, является дробно-линейным. Для этого достаточно найти 

значения а1, 1, с1, а. (т.е. их выражения через а, Б, с, а), при кото- 

рых выражение (8.3) принимает вид к (1.5 +0)/(0-5-+1); эти зна- 

чения должны удовлетворять системе четырех линейных уравнений 

с четырьмя неизвестными 

aa,+bc,; =1, ab,+bd,=0, ca,+dc,;=0, cb,+dd, =1, 

и эта система заведомо имеет ненулевое решение. 

Следующее свойство дробно-линейных преобразований пролива- 

ет свет на геометрический смысл этого класса преобразований и ока- 

зывается чрезвычайно полезным при их построении и анализе. 

Лемма 8.1.5. Пусть 51, 22, 23 и ил, и>, и — две тройки различ- 
ных точек на римановой сфере. Тогда существует единственное 

дробно-линейное преобразование, переводящее 3; в и’, 1=1, 2, 3. 

Теорема 8.1.6. Дробно-линейные преобразования переводят пря- 

мые и окружности в прямые или окружности и сохраняют углы 

и двойные отношения. 

Доказательство. Легко видеть, что образ точки 5 при дробно- 

линейном преобразовании (8.1) можно выразить как 

az+b_ a, bc-—ad 
cz+td  c. c(cz+d)’ 

поэтому преобразование можно рассматривать как композицию 

5 => 3 +4 =: $1 => с51 =: 52 => 1/52 =: 83 +» (фе —а4а)зз =: 54 => 

a, bc—ad _ az+b 
a —  — ed 

~- ct 24 В» + се=+а) — сз+а 

аффинного преобразования, гомотетии, преобразования 5 + > 1/5, дру- 

гой гомотетии и параллельного переноса. Обо всех этих преобразова- 

ниях, кроме 5 -> 1/3, мы знаем, что они переводят прямые в прямые, 
окружности в окружности и сохраняют углы и двойные отношения. 

Что касается преобразования 3 -> 1/5, то прямое, хотя скучнова- 
тое вычисление показывает, что оно сохраняет двойные отношения 

(заменим 3; на 1/2,, [=1, 2, 3, 4, и полученные довольно громозд- 

кие дроби после сокращений принимают вид исходного отноше- 

  

ния). Далее, поскольку 1/5 = 1/5, преобразование 3 -> 1/5 является 
композицией отражения и инверсии. Инверсия переводит прямые
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и окружности в прямые или окружности и сохраняет углы (см. свой- 

ства (1)—(1) из п. 7.1.1), что и доказывает теорему. О 

8.1.7. Два примера дробно-линейных преобразований. Дроб- 
но-линейные преобразования составляют предмет важной главы 

в теории функций комплексного переменного; в ней исследуется, 

какие типы областей можно отобразить друг в друга дробно-линей- 

ными преобразованиями. Нам не потребуется общая теория этого 

вопроса, но следующие два примера дробно-линейных преобразо- 

ваний будут очень важны в дальнейшем. 

Пример 8.1.7.1. Дробно-линейное преобразование 

‚1+2 
1-5 

отображает единичный круг 0? := {ЕС :|8|? < 1} на верхнюю полу- 
плоскость С. := {5 Е С: [52 0}. Действительно, легко проверить, 

что точки —1,1, 1 отображаются в 0, —1, © соответственно, а это 

означает (по теореме 8.1.4), что граница круга 0? отображается на 

вещественную ось. Несложное вычисление показывает, что из нера- 

венства |5| < 1 следует, что На(®(5)) > 0, что и требовалось. 

Пример 8.1.7.2. Дробно-линейные преобразования 

az+b a(—z)+b 
са \ *’? с(—5) +а? 

где а, Б, с, ЧЕК и ас - Ба > 0, отображают верхнюю полуплоскость 

на себя, причем первое из них сохраняет, а второе меняет ориента- 
цию полуплоскости. 

В первом случае очевидно, что точки вещественной оси перехо- 

дят в точки вещественной оси; далее, если 5, Низ > 0, — любая точка 

верхней полуплоскости, то 

az+b _ (az+b)(cz+d) —Im adz + bcz _ (ad — bc) Imz 

cz+d |cz +d? |cz +d? lcz+d|? ” 

а эта величина положительна в точности тогда, когда ас — bd > 0. 

Вторая формула отличается от первой преобразованием вида 
5 -> —&, которое заведомо отображает верхнюю полуплоскость на 

себя, но меняет ориентацию. 

Множество всех дробно-линейных преобразований (8.4) состав- 
ляет группу относительно композиции (которую мы обозначаем 

В МбЬ). Действительно, множество всех дробно-линейных преобра- 

зований вида (8.2) является группой, а композиция преобразова- 
ний, отображающих полуплоскость на себя, также отображает по- 

  Q:Zr1 

  Zw (8.4) 

Im    
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луплоскость на себя. Группа К МОБ будет группой преобразований 

модели на полуплоскости. 

$8.2. Модель Пуанкаре на полуплоскости 

Модель Пуанкаре на полуплоско- 

сти — это геометрия (С., В Mob), 

где С. = {5 Е С, Пмз > 0}, с груп- 

пой преобразований В МбЬ, опре- ~~ 
деленной в п. 8.1.7. В этой геомет- 

рии прямые линии — это открытые 

полуокружности (в верхней полу- ev,         

плоскости), перпендикулярные пря- 1 

мой Imz=0O (которая называется Рис. 8.1. «Прямые линии» в модели 

абсолютом), а также открытые лу- на полуплоскости 

uu {zEC: Rez=x ER, Imz>O0}. 

§8.3. Перпендикуляры и параллельные прямые 

Ситуация с перпендикулярами и параллельными прямыми в мо- 
дели на полуплоскости вполне аналогична случаю модели на круге, 

и лишь чертеж резко отличается. 

Теорема 8.3.1. Для каждой точки Р и прямой [ в модели на по- 

луплоскости существует единственный перпендикуляр к [, проходя- 
щий через Р. 

Р’, 

  

      
Рис. 8.2. Перпендикуляры в модели на полуплоскости
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Доказательство. Нужно рассмотреть два случая (когда [ явля- 

ется полупрямой или полуокружностью), см. рис. 8.2. В первом слу- 

чае теорема следует из задачи 8.2, а во втором доказательство оче- 

ВИДНО. Ч 

Теорема 8.3.2. Для любой точки Р и любой прямой [ в модели 

на полуплоскости существует бесконечно много прямых, проходя- 
щих через Р и не пересекающих [. Все эти прямые лежат между 

двумя прямыми, параллельными [ и проходящими через Р. 

Доказательство. Нужно рассмотреть два случая (когда [ явля- 

ется полупрямой или полуокружностью); см. рис. 8.3. В первом слу- 

чае теорема вытекает из очевидного факта, что существует ровно 

одна полуокружность с центром на вещественной оси, проходящая 

через точку Х на вещественной оси и через точку Р вне ее; во вто- 

ром случае доказательство очевидно. 0 

      
Рис. 8.3. Параллельные прямые в модели на полуплоскости 

$8.4. Изометрии относительно расстояния Мёбиуса 

Определим расстояние Мёбиуса и(А, В) между двумя точками 

А, В верхней полуплоскости, положив 

(А, В) := По СА, В, Х, У) |, 

где Х и У — точки пересечения прямой АВ с абсолютом, если точки 

А, В имеют разную действительную часть (ясно, что (A, B, X, Y) ER,
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поскольку эти четыре точки лежат на окружности, так что логарифм 

определен корректно); если же Ве(А) =Ве(В) =ху, то положим 

u(A; B) := |In({A, B, ~, X))I, 

rye X —TOUKAa C KOOPAMHAaTaMH (xX); 0). 

Теорема 8.4.1. Группа изометрий верхней полуплоскости отно- 
сительно расстояния п совпадает с группой В МбЬ, описанной в при- 

мере 8.1.7.1. 

Доказательство состоит в неинтересной проверке, которую 

мы опустим. C] 

$8.5. Задачи 

8.1. Докажите следующее: 

а) дробно-линейные преобразования сохраняют двойное отно- 

шение четверки точек на римановой сфере С; 

6) дробно-линейное преобразование однозначно определяется 
образами трех точек. 

8.2. Пусть [ — прямая на евклидовой плоскости, у — окружность 

с центром О на [, Р— точка, не лежащая на [ и на перпендикуляре 

к [ из О. Докажите, что существует единственная окружность с цен- 

тром на [, проходящая через Р и ортогональная ку. 

8.3. Пусть [ — прямая на евклидовой плоскости, у — окружность 

с диаметром АВ, лежащим на [, Р — точка, не лежащая на [ и на у. 

Докажите, что существуют единственная окружность с центром на [, 

проходящая через Р и А, и единственная окружность с центром на [, 
проходящая через Р и В. 

8.4. Докажите, что все движения (т.е. изометрии, сохраняющие 

ориентацию) модели Пуанкаре на круге имеют вид 

az+b 
Zs , 

bz+a 

гдеа и Б— комплексные числа, для которых |а|? — |]? =1. 
8.5. Покажите, что для любых двух флагов найдется изометрия 

модели на полуплоскости, которая отображает первый флаг-во вто- 
рой (флаг — это тройка, состоящая из прямой на гиперболической 

плоскости, одной из полуплоскостей с границей [ и точки на этой 

прямой). 

8.6% Найдите формулу для площади треугольника в гиперболи- 

ческой геометрии.



Глава 9 

Модель Кэли—Клейна 

В этой главе мы изучим еще одну модель гиперболической пла- 

ниметрии: модель Кэли—Клейна. Ее множество точек состоит из 

всех точек открытого круга (как и в случае модели Пуанкаре на 

круге), а ее группа преобразований изоморфна .Д (группе преобра- 

зований модели Пуанкаре), но ее действие на двух моделях не оди- 

наково. В результате прямые в двух моделях выглядят очень по-раз- 
ному: вместо дуг окружностей, как в модели Пуанкаре, прямые во 

второй модели являются открытыми хордами окружности. 

Другое существенное различие в нашем подходе к двум моде- 

лям относится к определению модели Кэли—Клейна как геометрии 

(в смысле Клейна), т.е. к определению ее группы преобразований. 

Это делается более традиционным образом: мы начнем с определе- 

ния расстояния между точками, а затем введем группу преобразова- 

ний геометрии Кэли—Клейна как группу изометрий относительно 
этого расстояния, т.е. как группу всех биекций множества точек 

данной геометрии, сохраняющих расстояние. 

$9.1. Изометрия и модель Кэли—Клейна 

9.1.1. Функция расстояния. Пусть 
1.2 — внутренность единичного круга на 
евклидовой плоскости, А и В— две ее 

точки. Предположим, что (евклидова) 

прямая АВ пересекает границу круга Н? 

в точках Х и У, причем точки У, А, В, Х 

лежат на прямой АВ именно в таком по- 

рядке (см. рис. 9.1). 

Тогда расстояние 4 между точками     
А и В определяется по формуле У 

1 |AX| |АУ| Рис. 9.1. Прямая в модели 

d(A, B) := 51а (ах yi) (9.1) Кэли—Клейна 

Коэффициент 1/2 в правой части равенства (9.1) можно заме- 
нить любым другим положительным вещественным числом с — все
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такие расстояния задают одну и ту же геометрию (с точностью до 

изоморфизма, но не до изометрии). Причина этого странного выбо- 

ра (с =1/2 вместо более естественного с = 1) в том, что коэффици- 

ент с= 1/2 приводит к более изящным формулам, чем с =1, и дает 
ту же метрику, что в модели Пуанкаре. 

Заметим, что если точки У, А, В, Х упорядочены на прямой АВ, 

как показано на рис. 9.1 (причем А ; В), то выражение под знаком ло- 

гарифма превосходит 1 и потому расстояние между А и В положитель- 

но. Заметим, далее, что если ввести координаты на прямой АВ, поме- 

стив начало координат «слева» от У и сопоставив вещественные числа 

у, а, Ь, х точкам У, А, В, Х соответственно, то выражение под знаком 

логарифма можно заменить следующим двойным отношением: 

ха. у-а 
x—b° y—b 
  

— (a, b, x, y). 

Это двойное отношение выглядит очень похоже на то, которым мы 

пользовались, определяя расстояние в модели на полуплоскости, но 

нужно подчеркнуть, что здесь мы имеем дело с вещественными чис- 

лами, а не с комплексными. 

9.1.2. Свойства функции расстояния. Функция расстояния а 

вида (9.1) задает метрику на открытом круге 1.2, т. е. 
(ГП а(А, В) > 0, причем а(А, В) =0 в точности тогда, когда А = В; 

(ii) d(A, B) =d(B, A); 

(iii) d(A, B) + d(B, C) 2 d(A, C). 
Доказательство. Пункт (1) очевиден: расстояние а(А, В) между 

различными точками А и В положительно (как мы показали выше), 

аесли А = В, то знаменатели в формуле (9.1) сокращаются и остает- 

ca In(1) =0. 

Пункт (1) вытекает из очевидной формулы 

х-а У-а _ (= , = 
x—-b* y-b \x-a’ y-a " 
        

Наконец, пункт (11) можно доказать с помощью проективных 

преобразований. Отложим его доказательство до гл.12 (см. зада- 

чу 12.12), поскольку сейчас мы не будем его использовать. м 

9.1.3. Определение модели Кэли—Клейна. Как уже сказано 

выше, мы зададим геометрию (в смысле определения 1.4.1) модели 

Кэли-—Клейна, взяв в качестве ее группы преобразований группу 

изометрий относительно расстояния 4, т.е. группу всех биекций
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множества 1.2, сохраняющих расстояние; обозначим ее ./’. (Позже 

мы докажем, что группа ./ изоморфна .@ — группе преобразований 

модели Пуанкаре на круге, но сейчас это для нас несущественно.) 

Таким образом, мы определяем модель Кэли—Клейна гиперболи- 
ческой плоскости как геометрию (1.2 :./), где ./— группа изомет- 

рий открытого единичного круга 1.2 относительно расстояния (9.1). 

9.1.4. Прямые и точки в модели Кэли_—Клейна. Как уже ска- 

зано выше, точки модели Кэли—Клейна, — это просто точки откры- 

того единичного круга 1.2 на В?. Граница круга по традиции назы- 

вается абсолютом, и ее точки не принадлежат нашей геометрии. 
Прямые в рассматриваемой геометрии определяются как хорды 

абсолюта (без концевых точек). Из этого определения немедлен- 

но следуют важнейшие факты: через любые две различные точки 

проходит ровно одна прямая; две несовпадающие прямые либо не 

пересекаются, либо имеют ровно одну общую точку. 
В двух следующих параграфах, аналогично соответствующим па- 

раграфам двух предыдущих глав, мы выведем основные утверждения 

гиперболической геометрии в рамках рассматриваемой модели. 

89.2. Параллельность в модели Кэли—Клейна 

Ситуация с параллельностью в этой модели аналогична случаю 

модели Пуанкаре на круге, и лишь чертеж выглядит несколько ина- 

че (прямолинейные хорды вместо дуг окружностей). 

9.2.1. Определения. Для данной прямой [= АВ и точки Р вне 

ее нетрудно указать прямые, которые проходят через Р и не пересе- 
кают [. В самом деле, обозначим через К и т прямые, проходящие 

через Р и через точки пересечения Х, У прямой [ с абсолютом. Мы 

видим, что любая прямая, проходящая через Р и лежащая между К 

и т, не пересекает прямую [; эти прямые называются расходящими- 

ся с АВ, а прямые К и т — параллельными АВ прямыми, проходящи- 

ми через Р (см. рис. 9.2). 

Более общим образом, две прямые (т.е. открытые хорды круга) 

параллельны, если они имеют одну общую точку на абсолюте и ни 

одной в круге; если две прямые (хорды) вовсе не имеют общих 

точек (в замкнутом круге Н^), то они называются расходящимися. 

Мы показали, что существует бесконечно много прямых, про- 

ходящих через данную точку Р и не пересекающих данную прямую
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Рис. 9.2. Параллельные и расходящиеся прямые 

  

     
[ = АВ, где Р +1; все эти прямые расположены между двумя прямы- 
ми, параллельными [ и проходящими через Р. 

Замечание 9.2.2. Отметим, что множество всех прямых, прохо- 

дящих через фиксированную точку абсолюта, заполняет всю гипер- 

болическую плоскость 1.2 (см. рис. 9.3, где изображены обе модели 

на круге). 

Это означает, что, используя метрику на каждой из этих прямых, 

можно попытаться определить понятие «параллельного переноса», 

а значит возникает понятие «свободного вектора» в гиперболиче- 

Рис. 9.3. Параллельные прямые, заполняющие гиперболическую плоскость
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ской геометрии. Это наводит на мысль о том, чтобы ассоцииро- 

вать с нашей геометрией линейное пространство. К сожалению, это 

невозможно (см. обсуждение в п.9.4.1 и в задаче 9.7). 

89.3. Перпендикуляры в модели Кэли—Клейна 

9.3.1. На что они похожи. В отличие от перпендикуляров в МО- 

дели Пуанкаре на круге, перпендикулярные прямые в модели Кэли— 

Клейна не образуют прямые углы в евклидовом смысле. Точная кон- 

струкция примера показана на рис. 9.4 (нетривиальная геометриче- 

ская конструкция, служащая для построения этой «гиперболически 

перпендикулярной прямой», не видна на рисунке и будет обсуж- 

даться в следующей главе, п. 10.1.5). 

9.3.2. Определения. Прежде чем говорить о перпендикулярно- 

сти, нужно определить, что такое перпендикулярные прямые. Для это- 
го определим сначала отражение от данной прямой как нетожде- 

ственную изометрию круга 1.2, оставляющую на месте каждую точку 

этой прямой. Теперь можно определить перпендикулярные прямые как 

такие, что отражение от одной из них оставляет другую на месте. 

Тогда существует ровно один перпендикуляр к данной прямой, прохо- 

дящий через данную точку, но доказательство этого факта непосред- 
ственно в модели Кэли—Клейна весьма трудно, и мы его не приводим. 

Замечание 9.3.3. Нужно подчеркнуть, что «гиперболическая ме- 

ра» углов в нашей модели, вообще говоря, не равна их евклидовой 

  

и 
Рис. 9.4. Перпендикуляр странного вида
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мере. В частности, треугольники в модели Кэли—Клейна, которые 

выглядят как прямолинейные евклидовы треугольники, имеют сум- 

му углов меньше л (вопреки тому, что мы видим). 

89.4. Гиперболическая прямая и теория относительности 

В этом параграфе мы отвлечемся от рассмотрения функции 

расстояния на гиперболических прямых и рассмотрим замечатель- 

ное соотношение между композицией сдвигов вдоль такой прямой 

и аддитивностью скоростей в специальной теории относительности 

Эйнштейна. Однако начнем мы с общего замечания о векторах 
в гиперболической геометрии. 

9.4.1. Замечание о свободных векторах. Понятие свободного 

вектора в евклидовой геометрии, т.е. класса эквивалентности рав- 

ных закрепленных векторов, позволяет связать с евклидовой плос- 

костью двумерное вещественное векторное пространство, состоя- 

щее как раз из свободных векторов на этой плоскости. Кроме то- 

го, любой свободный вектор естественным образом определяет па- 

раллельные переносы всей плоскости. Все это возможно, посколь- 
ку в каждой точке евклидовой плоскости есть ровно один (закреп- 

ленный) вектор, который так же направлен и имеет ту же длину, 
что и данный (закрепленный) вектор. На гиперболической плос- 

кости, наделенной метрикой, можно говорить о векторах равной 

длины, но выражение «направлен так же» бессмысленно (ср. заме- 

чание 9.2.2), так что нельзя корректно определить понятие парал- 

лельного переноса. Однако понятие параллельного переноса вдоль 

фиксированной гиперболической прямой имеет смысл, и мы обсудим 
его в следующем пункте. 

9.4.2. Сложение сдвигов и скоростей. В модели Кэли—Клейна 

выберем гиперболическую прямую (т.е. открытую хорду открытого 

круга 1.7) и параметризуем ее (в евклидовой метрике) подходящим 

параметром х так, чтобы она была изометрична интервалу (—1, 1). 
Пусть у — вещественное число, меньшее чем 1 по абсолютной вели- 

чине. Рассмотрим отображение 

х-ф+у 

xv+1° 
Т,: [-1,1] > [-1,1], xe 

Легко доказать, что Т, — биекция отрезка [-—1, 1] на себя, оставляю- 

щая на месте его концы, а ее ограничение на интервал (-—1, 1) есть
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изометрия относительно гиперболического расстояния (подробно- 

сти см. в задаче 9.9). Поэтому можно рассматривать эту изометрию 

как сдвиг вдоль данной гиперболической прямой на вектор у. 

Вычислим композицию сдвигов на векторы у! и \: 

х+ у У +У> 

х+ у ху, +1 НУ x+ 1+ 
ХТ хи. и о? 

хот" +1 *1 +15 

мы видим, что композиция Т, оТ, — это в точности параллельный 

перенос Т,, где у определяется формулой 

у, + у 
y= — 2. 

1+, V2 
(9.2) 

Таким образом, мы доказали, что композиция двух параллельных 

переносов на векторы у, и у, есть параллельный перенос на вектору, 

заданный формулой (9.2). 

Читатель возможно заметил, что эта формула аналогична из- 

вестной формуле Эйнштейна для сложения скоростей: 

у + у> 

7 У) › 
1+-> 

С 

где с— скорость света. Две формулы различаются лишь выбором 

шкалы скоростей: в нашей гиперболической шкале «скорость света» 

принята равной 1. Отметим, что в обеих ситуациях если «векторы 

скоростей» у, и у› очень малы по сравнению с константой с (или, 

в нашем случае, с единицей), то у приближенно равно у, + у. 

Предыдущее замечание — аргумент в пользу того, что наша 

вселенная скорее гиперболическая, чем евклидова. На самом деле 

большинство физиков считают, что неверно ни то, ни другое. 

$9.5. Задачи 

9.1. Докажите, что для трех точек А, В, С, лежащих на одной 

прямой, причем В между А и С, выполнено равенство d(A, B) + 

+а(В, С) =а(А, С). 

9.2. Докажите, что из равенства А(А, В) + а(В, С) =а(А, С) выте- 

кает, что точки А, В, С лежат на одной прямой и В лежит между Аи С. 

9.3. Докажите, что отражение от прямой в модели Кэли—Клейна 

является инволюцией.
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9.4. Покажите, что понятие перпендикулярных прямых в моде- 
ли Кэли—Клейна (введенное в п. 9.3.2) корректно определено (т.е. 

не зависит от порядка, в котором указаны две прямые). 

9.5. Докажите, что четыре угла при точке пересечения двух пер- 
пендикулярных прямых конгруэнтны. 

9.6" Докажите, что сумма углов треугольника в модели Кэли— 
Клейна меньше дл, исходя непосредственно из определений, отно- 

сящихся к модели. 

9.7. Пусть понятие свободного вектора в гиперболической гео- 
метрии определено согласно п. 9.2.2. Попробуйте определить сумму 

двух векторов и исследуйте возможность сопоставить гиперболиче- 

ской планиметрии двумерное векторное пространство. 
9.8. В модели Кэли—Клейна постройте треугольник с суммой 

углов, меньшей чем заданное положительное E. 

9.9. Покажите, что параллельный перенос Т, (определение см. 

в п. 9.4.2) действительно переводит интервал (—1; 1) в себя, и най- 

дите функцию гиперболического расстояния, для которой он явля- 

ется изометрией.



Глава 10 

Тригонометрия на гиперболической 

плоскости и абсолютные константы 

В начале этой главы мы покажем, что три модели гиперболи- 

ческой плоскости — это на самом деле изоморфные геометрии. Во 

всем дальнейшем изучении гиперболической планиметрии мы бла- 

годаря этому будем свободны в выборе модели, более удобной в том 

или ином контексте. Наш курс включает основные формулы гипер- 

болической тригонометрии, в связи с чем потребуется напомнить 
определения гиперболических функций, обычно изучаемых в ком- 

плексном анализе. Завершая эту главу, мы узнаем, что в гиперболи- 

ческой геометрии, в отличие от евклидовой, имеются внутренние 

абсолютные константы. 

$10.1. Изоморфизм между двумя моделями на круге 

Как мы отметили в предыдущей главе, модель Кэли—Клейна 

и модель Пуанкаре на круге изоморфны. Это означает, что существу- 

ет биекция между множествами их точек, а также изоморфизм меж- 

ду их группами преобразований, причем они согласованы в смысле 
п. 1.4.4. Для доказательства потребуется классическая конструкция 

из евклидовой стереометрии. 

10.1.1. Стереографическая проекция. Пусть $2 — единичная сфе- 

ра, П — ее экваториальная плоскость, № — ее северный полюс. Сте- 

  

Рис. 10.1. Стереографическая проекция
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реографическая проекция с: П -> $" —это отображение, которое 
переводит каждую точку М Е $5? \ М в точку пересечения М’ пря- 

мой ММ СП (см. рис. 10.1). 

Очевидно, с’ является биекцией множества 5? \ {№} на П. Нетруд- 

но также доказать, что стереографическая проекция конформна (см. 

задачу 10.1). 

10.1.2. Биекция между множествами точек двух моделей на 

круге. Будем считать пересечение открытого единичного шара с эк- 

ваториальной плоскостью П множеством 1.2 точек обеих моделей 

на круге. Чтобы доказать, что они изоморфны, вначале установим 

некоторую биекцию В между точками той и другой модели. Эта би- 

екция не есть тождественное отображение; она может быть описана 

следующим образом. 
Пусть А — произвольная точка на 1.2, а ХУ — хорда (абсолюта), 

перпендикулярная радиусу ОА (рис.10.2). Рассмотрим вертикаль- 

ную плоскость, содержащую ХУ; она пересекает единичную сферу 

по окружности. Пусть А! — пересечение этой окружности с верти- 

кальным лучом, проходящим через А сверху вниз. Теперь соединим 

А; с М и обозначим через А’ пересечение А|М с экваториальной 

плоскостью. Соответствие А ->› А’ задает отображение из 1. в 1.2, 

которое мы обозначим В. 
Нетрудно доказать, что отображение В является биекцией кру- 

га 1.7 на себя (подробности см. в задаче 10.2). 

  
Рис. 10.2. Биекция между двумя моделями на круге
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10.1.3. Изоморфизм между двумя группами преобразований. 

Следующий шаг в доказательстве того, что две модели на круге изо- 

морфны как геометрии, — построение изоморфизма между их груп- 

пами преобразований ./ и.Д, согласованного с В. Но это построение 

в некотором смысле происходит автоматически, поскольку, как мы 

увидим, условие согласованности предписывает выбор изоморфизма. 

Наша цель — построить изоморфизм ф: VM, rae VN uM — 
соответственно группы преобразований моделей Кэли_—Клейна и Пу- 

анкаре на круге. Пусть g € WY — произвольный элемент, А — произ- 

вольная точка круга Пуанкаре. Определим элемент ф (<), положив 

((g))(A) := B(g((8~*(A))), 

где В — биекция, описанная в предыдущем пункте. Согласно этой 

формуле, чтобы получить образ В := (ф(<))(А) произвольной точ- 

ки А при $(#), нужно произвести единственно возможные есте- 

ственные действия: перетянуть точку А с круга Пуанкаре на круг 
Кэли-—Клейна посредством В-!, к полученной точке А’:= В-((А) 
применить & и вернуть полученную точку & ((В -(А)) на круг Пу- 

анкаре посредством В (см. рис. 10.3). 

Тот факт, что ф — гомоморфизм групп, очевиден по построению, 

биективность легко доказывается (см. задачу 10.3), а тот факт, что 

пара (В, ф) — изоморфизм геометрий, также вытекает из построе- 

ния. Мы доказали следующую теорему. 

  
Рис. 10.3. Изоморфизм двух моделей на круге
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Теорема 10.1.4. Отображение В из п. 10.1.3 задает изоморфизм 

геометрии (1.2 :./) (модели Кэли—Клейна) и геометрии (1.2 :.щ) 
(модели Пуанкаре на круге), если задать соответствующий изомор- 

физм (который мы обозначаем ф) группы „Л с группой „Ш, положив 

(y(g))(A) = B(g((B-*(A))), 

где А— произвольная точка круга Пуанкаре и 8 Е.М. 

10.1.5. Построение перпендикуляров в модели Кэли_—Клей- 

на. Наличие конкретного изоморфизма между двумя моделями на 

круге можно использовать, чтобы построить «перпендикуляры стран- 

ного вида» (снова взглянем на рис. 9.4) в модели Кэли—Клейна. Для 

этого посредством биекции В из п. 10.1.2 перейдем в модель Пуан- 

каре на круге, где мы умеем строить перпендикуляры (см. теорему 

7.4.2), а затем, выполнив это построение, вернемся в модель Кэли— 

Клейна посредством В`!, получая искомые перпендикуляры. 

Опишем построение более подробно (см. рис. 10.4). Даны пря- 

мая [ = ХУ и точка Р в модели Кэли—Клейна 1.2. Прежде всего, по- 

строим хорду WZ, содержащую Р и перпендикулярную радиусу ОР. 

Далее, построим две дуги окружностей, перпендикулярные абсолю- 

ту и проходящие через точки Х, УиИ,, 7. Обозначим через Р’ точку 

пересечения дуги, стягивающей У/Й, с радиусом ОР. Заметим, что 

эти дуги — образы прямых Кэли—Клейна ХУ и И’7 при биекции В 

  
Рис. 10.4. Построение перпендикуляров в модели Кэли—Клейна
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(см. п. 10.1.2), и потому они являются прямыми в модели Пуанкаре 

на круге. 

Через точку Р’ проведем дугу, ортогональную абсолюту и дуге Г’, 

стягивающей ХУ (см. теорему 7.4.2), и обозначим через Н’ точку 

пересечения этих двух дуг. Заметим, что Н” — основание перпенди- 

куляра из Р’ на [', в смысле круга Пуанкаре. Если теперь провести 

луч [О, Н’), то точка его пересечения Н с прямой [ будет основанием 

искомого перпендикуляра, опущенного из Р на [, поскольку отобра- 

жение В`—' переводит перпендикуляр Пуанкаре Р’Н’ в перпендику- 

ляр Кэли—Клейна РН. 

$10.2. Изоморфизм между двумя моделями Пуанкаре 

В этом параграфе мы покажем, что модель Пуанкаре на кру- 

ге (глава 7) изоморфна модели на полуплоскости, рассмотренной 

в гл. 8. Для этого потребуется дробно-линейное преобразование 2, 

заданное (см. пример 8.1) формулой 

1+2. 
1-5’ 

Я отображает единичный круг 0? := {5 ЕС: |512 < 1} на верхнюю 
полуплоскость С. := {$ ЕС: Газ > 0}. Преобразование П вместе 

с условием согласованности (эквивариантности) определяет изо- 

мофризм между двумя геометриями. Точнее, справедлива следую- 
щая теорема. 

Теорема 10.2.1. Отображение ® из примера 8.1 задает изомор- 

физм геометрии (1.2:.4) (модель Пуанкаре на круге из гл.7) и гео- 

метрии (С. : В МбЬ) (модель Пуанкаре на полуплоскости), если за- 

дать соответствующий изоморфизм (который мы обозначим А) 

epynn IR Mob u И, положив 

M > g>NogoN! € RMob. 

Доказательство. Отображение ® взаимно однозначно, посколь- 

ку очевидно, что правило и’ => (1 — и”) /(1+ и’) определяет обратное 

ему отображение. Изоморфизм А согласован с действием групп по 

определению. м 

Теперь определим расстояние Лобачевского А, между двумя точ- 

ками А, В открытого круга 1.7 (в рамках модели Пуанкаре на круге), 

положив 

  Q: Zr: 

A(A, В) := [In((A, B, X, Y))|, 

где Хи У — точки пересечения прямой АВ с абсолютом.
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Из теоремы 8.1.3, леммы 8.1.5 и теоремы 10.2.1 немедленно вы- 

текает следующий результат. 

Следствие 10.2.2. Группа изометрий круга относительно рас- 

стояния А, совпадает с группой „Ш, порожденной всеми отражения- 
ми от «прямых линий» в модели на круге. 

Поскольку изоморфизм геометрий — транзитивное отношение, 

справедливо 

Следствие 10.2.3. Три модели гиперболической геометрии, а имен- 

но модели Пуанкаре на круге и полуплоскости и модель Кэли—Клей- 

на, изоморфны как геометрии в смысле Клейна. 

$10.3. Гиперболические функции 

Комплексная экспонента е*, зе С, связана с обычными тригоно- 

метрическими функциями замечательной формулой Эйлера: 

е'? =cosy +isiny. 

Формула становится очевидной, если рассмотреть единичный круг 

на комплексной плоскости с центром в нуле. Вещественная экспо- 

нента ©”, хе В, связана с «тригонометрическими функциями» ги- 

перболической геометрии, которые известны как гиперболические 

функции $5, св, №, с (гиперболический синус, косинус, тангенс, 

котангенс соответственно) и заданы формулами 

e~—e * ex+e ~* 
shx := оз chx := а › 

ex~—e ~ exte™* 
thx := ex +e? cthx := ex—e-x" 

Эти функции удовлетворяют соотношениям, которые аналогичны 
формулам для обычных тригонометрических функций. Вот некото- 

рые примеры: 

ch? x — sh? x = 1, thxcthx = 1, 

sh2x = 2shxchx, ch2x = sh?x + ch? x, 

sh(xty)=shxchytchxshy, ch(xty)=chxchy+tshxshy. 

Доказать их можно, подставляя определения в формулы и про- 

изводя несложные выкладки. 

810.4. Тригонометрия на гиперболической плоскости 

Ввиду следствия 10.2.3 элементарные тригонометрические фор- 

мулы для гиперболических треугольников совершенно одинаковы для



152 Глава 10. Тригонометрия на гиперболической плоскости 
  

моделей на полуплоскости и круге. Их доказательства просты (по- 

жалуй, чуть проще в случае полуплоскости) и включены в задачи. 

Сформулируем их в виде теорем. Ниже АВС — треугольник, а, В, у — 

углы, противоположные вершинам А, В, С соответственно, а, Б, с — 

стороны, противолежащие этим вершинам. С 

Теорема 10.4.1 (гиперболическая теорема 
синусов). 

Теорема 10.4.2 (гиперболическая теорема 

косинусов). А С В 

cha = chbchc-—shcshbcosa. Puc. 10.5 

$10.5. Угол параллелизма и константа Швейкарта 

10.5.1. Пусть АВ — прямая в гиперболической геометрии (здесь 

можно использовать любую из моделей), а С —не принадлежащая 

ей точка; Х и У — точки пересечения прямой АВ с абсолютом, так 

что лучи [С,Х) и [С,У) параллельны АВ; пусть [С,Н], H € AB, — 

перпендикуляр, опущенный из С на АВ; А := А(С, Н) — расстояние 

Лобачевского между С и Н; наконец, а — величина угла ХСН, или, 

что то же самое, угла УСН (см. рис. 10.6). 

Тогда нетрудно доказать, что а зависит только от 4 (см. зада- 

чу 10.11); а называется углом параллелизма. 

Теорема 10.5.2. Угол параллелизма а определяется по формуле 

thd = cosa. 

Х 

    
NS. 
< 

Рис. 10.6. Угол параллельности и константа Швейкарта
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Доказательство см. в задаче 10.9. 

Эта формула показывает, в частности, что при очень малом d 

угол параллелизма близок к л/2, а при больших значениях 1 угол а 

становится очень малым. 

10.5.3. Пусть теперь О— центр модели на круге, а [О, А) и [О, В) 

— перпендикулярные лучи, исходящие из О; Х и У — точки пересече- 
ния лучей [О, А) и [О, В) с абсолютом; СО — прямая, пересекающая 

абсолют в точках Х иУ; [О, Н], НЕСЬ, — перпендикуляр, опущенный 

из О в СО; а :=А(О, Н) — гиперболическое расстояние между О иН. 

Число © называется константой Швейкарта; это абсолютная 
константа гиперболической плоскости. Если мы мыслим гиперболи- 

ческую геометрию как модель физической реальности, то приходим 

к выводу, что в нашей вселенной существует абсолютная единица дли- 

ны (в евклидовой модели пространства такая единица не возникает). 

10.5.4. Другая абсолютная константа гиперболической геомет- 
рии возникает при измерении некоторой эталонной площади, а имен- 

но площади специального бесконечного «треугольника». Чтобы его 

построить, рассмотрим три луча, исходящие из центра модели на 

круге (на самом деле подойдет и любая другая точка) и образу- 

ющие углы 27/3. Пусть Х, У, 2 —точки их пересечения с абсолю- 

том. Рассмотрим прямые ХУ, У7, 2Х. Они образуют «бесконечный 

равносторонний треугольник», все три угла которого равны нулю. 

Его площадь можно найти по формуле для площади треугольника 
в гиперболической геометрии: 

S=n-a-B-y => $5=л 

(см. главу 8 и задачу 8.6). 

Вышеприведенное рассуждение не очень строго, поскольку ис- 

пользована формула, применимая лишь к конечным треугольни- 

кам, но его можно сделать строгим, приближая треугольник ХУЙ 

конечными треугольниками и переходя к пределу. 

Таким образом, мы получили вторую абсолютную константу, 

а именно д, равную площади фигуры, ограниченной тремя прямы- 

ми, соединяющими три точки абсолюта. 
Замечание 10.5.5. Выше мы отметили (см. 89.4), что форму- 

ла сложения векторов на гиперболической прямой очень похожа 
на формулу Эйнштейна для сложения скоростей в инерциальной 

системе отсчета. В этом параграфе мы получили две абсолютные
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Рис. 10.7. Бесконечный треугольник 

константы — это еще одна черта гиперболической геометрии, сбли- 

жающая ее с физикой Эйнштейна, в которой тоже появляются абсо- 

лютные константы (например, скорость света). В связи с этим заме- 

ТИМ, ЧТО СЛОВО «ОТНОСИиТельность» не должно вводить в заблуждение: 

теория Эйнштейна не утверждает, что «все относительно»; напротив, 

она предоставляет нам физически значимые абсолютные константы, 
чего не может сделать евклидова модель вселенной. С другой сторо- 

ны, нежизненна и физическая модель, полностью основанная на ги- 

перболической стереометрии и независимой «оси времени»: наша 

вселенная устроена сложнее, время и пространство не независимы; 

согласно Эйнштейну, они в некотором смысле «смешиваются». 

$10.6. Задачи 

10.1. Докажите, что стереографическая проекция конформна 

(т.е. сохраняет угловую меру). 

10.2. Докажите, что отображение В, построенное в п. 10.1.2, би- 

ективно. Покажите, что В переводит любую хорду круга 1. (т.е. лю- 

бую прямую в модели Кэли—Клейна) в дугу окружности, проходя- 

щей через Х и У и ортогональной абсолюту (т. е. в прямую в модели 

Пуанкаре на круге). 

10.3. Докажите основные соотношения между гиперболически- 

ми функциями, приведенные в 810.3. 

10.4. Докажите гиперболическую теорему синусов. 

10.5. Докажите гиперболическую теорему косинусов. 

10.6. Докажите, что в гиперболической геометрии конгруэнтны 

любые два треугольника, стороны которых соответственно равны.
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10.7. Докажите, что в гиперболической геометрии конгруэнтны 

любые два треугольника, у которых равен угол и соответственно 

равны его стороны. 

10.8. Покажите, что в гиперболической геометрии гомотетия не 

конформна. 

10.9. а) Докажите формулу угла параллельности а для точки А 

и прямой [: 
th(d) = cos(a), 

где 4 — расстояние от А до [ (тем самым показав, что угол парал- 

лельности зависит только от расстояния между точкой и прямой). 

6) Докажите, что предыдущая формула равносильна следующей 

(полученной независимо Бойяи и Лобачевским): 

85 =е“. 

10.10. Докажите, что в треугольнике с прямым углом у сторо- 

ны а, 6, с и противоположные им углы а, В, у = л/2 удовлетворяют 

следующим соотношениям: 

sha=shcsina; thb=thccosa; 

ctgactg8 =chc; cosa=chasinf. 

Что происходит с этими соотношениями, Korga a,b,c cTaHOBATCA 

очень малыми? 

10.11. Докажите, что стороны а, 6, с и противоположные им уг- 

лы а, В, у произвольного треугольника на гиперболической плоско- 

сти удовлетворяют следующим соотношениям: 

а) спазт В =сЬЬ т а со$ В + созазту; 
6) cha= cos at cos Bcosy 

sin 8 siny 
10.12. Докажите, что если соответствующие углы двух треуголь- 

ников равны, то треугольники конгруэнтны. 

10.13. Докажите, что все точки (евклидовой) прямой у = Кх, 

лежащие в верхней полуплоскости у > 0, равноудалены от (гипер- 

болической) прямой Оу. 
10.14. а) Докажите, что любая гиперболическая окружность, ле- 

жащая внутри одной из моделей гиперболической геометрии Пуан- 

каре, в действительности есть евклидова окружность. 

6) В модели Пуанкаре на верхней полуплоскости найдите евкли- 

дов центр и евклидов радиус гиперболической окружности радиуса 

г с центром в точке (а, Б). 
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в) В модели Пуанкаре на единичном круге О найдите соотноше- 

ние между радиусами евклидова и гиперболического кругов, центр 

которых совпадает с центром круга О. 

10.15. Докажите неравенство треугольника для расстояния в мо- 

дели Пуанкаре на полуплоскости. 

10.16. Докажите, что три а) биссектрисы, 6) медианы, в) высо- 

ты гиперболического треугольника пересекаются в одной точке. 

10.17. (Гиперболическая теорема Менелая.) Пусть прямая [ пе- 

ресекает прямые ВС, СА, АВ (содержащие стороны треугольника 

АВС) в точках А|, В1, С, соответственно; тогда 

sh|AC,| sh|BA,| sh|CB,| _ 

sh|C,B| sh|A,C| sh|B,A| | 
  1. 

10.18. (Гиперболическая теорема Чевы.) Пусть на сторонах ВС, 

СА, АВ треугольника АВС выбраны точки Ау}, В1, С1. Докажите, что 

отрезки АА. , ВВ1, СС. пересекаются в одной точке в точности тогда, 

когда выполнено одно из следующих двух равносильных условий: 

sinACC, sinBAA, sinCBB, _ sh|AC,| sh|BA,| sh|CB,| _ 
sinC,CB sinA,AC sinB,BA ^^” shC,B_ sh|A,C| sh|B,A| _ 1. 
   



Глава 11 

История неевклидовой геометрии 

В этой главе мы проследим историю создания неевклидовой 

геометрии Гауссом, Лобачевским и Бойяи (а также их предшествен- 

никами и последователями) и обсудим традиционный аксиомати- 

ческий подход к основаниям геометрии. Рассказ начинается с «На- 

чал» Евклида, первой блестящей попытки построить математику 

как дедуктивную науку (см. [14]). 

$11.1. Пятый постулат Евклида 

Древние греки осознали, что в дедуктивной науке, чтобы выве- 

сти (доказать) факты исходя из других фактов путем логического 

рассуждения, необходимо начать с фактов, которые не доказыва- 

ются. Евклид называл эти факты постулатами (мы их называем 

аксиомами) и явно сформулировал пять из них. Кроме того, еще 

несколько аксиом он использовал неявно (не формулируя их). Несо- 
мненно, что Евклид, как и другие греческие математики, думал, что 

постулаты должны быть самоочевидны (просты и так ясны, чтобы 

не могло возникнуть сомнения в их истинности). 

Однако последняя аксиома Евклида, пятый постулат, не про- 

ста и не очевидна. В современных терминах равносильное утвер- 

ждение можно сформулировать так: 
(V+) Для любой прямой и любой точки вне ее существует един- 

ственная прямая, параллельная данной прямой и проходящая через 

данную точку. 

Здесь под прямой, параллельной данной, понимается прямая, не 

имеющая общих точек с данной. В формулировке Евклида утвер- 

ждение было сложнее и менее очевидно: 

(У) Если прямая пересекает две прямые и на одной ее стороне 

сумма внутренних углов меньше двух прямых углов, то указанные 

две прямые, продолженные до бесконечности, пересекаются на той 

стороне, где находятся углы с суммой меньше двух прямых углов. 
Видимо, греческие математики (может быть, и сам Евклид) пы- 

тались вывести пятый постулат из других аксиом. В любом случае
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в Евклидовых «Началах» применение пятого постулата откладыва- 

ется насколько возможно: в первый раз он появляется в доказа- 

тельстве предложения 27 книги 1 (в этой книге 48 предложений, 

т.е. в нашей терминологии теорем). Возможно, заинтересовавший- 

ся читатель захочет увидеть постулаты и теоремы из книги 1 Евкли- 

довых «Начал»: они приведены в дополнении А к настоящей книге. 

После Евклида в течение более чем двух тысяч лет многие уче- 

ные пытались доказать пятый постулат. И многие в этом «преуспе- 

ли», обычно путем доказательства утверждений, равносильных пя- 

тому постулату, с использованием дополнительных аксиом, не сфор- 

мулированных явно. 

311.2. Утверждения, равносильные пятому постулату 

Мы уже упомянули одно такое утверждение, а именно (У+). Вот 

еще некоторые из них (в квадратных скобках мы указываем мате- 

матика, который использовал данный подход для «доказательства» 

пятого постулата). 

(1) Сумма трех углов любого треугольника равна л (двум пря- 
мым углам, по терминологии Евклида). [Это утверждение появля- 

ется в Евклидовых «Началах» как предложение 32 и было доказано 

с помощью пятого постулата; Лежандр дал в 1805 г. «доказатель- 

ство» без использования пятого постулата.] 

(2) Прямая, пересекающая одну из параллельных прямых, пере- 
секает и другую. [Прокл, У век.] 

(3) Существуют подобные, но не конгруэнтные треугольники. 
[Джон Валлис, 1663.] 

(4) Если в четырехугольнике три угла прямые, то четвертый 
Угол тоже прямой. [Насирэддин, ХШ век; Саккери, 1679; Ламберт, 

1776.] Впоследствии четырехугольник, в котором три угла прямые, 

а четвертый — нет, назвали четырехугольником Саккери. 

Большинство математиков, пытавшихся доказать пятый посту- 
лат (включая упомянутых выше), рассуждали от противного. Как 

правило, они рассматривали два случая, предполагая, что сумма уг- 

лов треугольника (а) больше, чем л или (6) меньше чем л (это рав- 

носильно тому, что четвертый угол четырехугольника Саккери боль- 
ше (соответственно меньше) чем л/2 или что не существует (соот- 

ветственно есть несколько) параллельных прямых к данной, прохо- 

дящих через данную точку). В первом случае можно получить про- 

тиворечие корректным рассуждением, использующим аксиомы ЁЕв-
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клида. Во втором случае противоречие не выводится, но стремление 

доказать пятый постулат было столь сильным, что математики, ра- 

ботавшие над этой проблемой, как правило, объявляли о получении 

доказательства, хотя в действительности оно содержало ошибку. 

$ 11.3. Гаусс 

Карл Фридрих Гаусс (1777—1855) впервые начал заниматься пя- 

тым постулатом в 1796 г., в возрасте 19 лет, и рассуждал от про- 

тивного, как и его предшественники, но продвинулся гораздо даль- 

ше, развивая теорию в случае (6). Неясно, когда он пришел к за- 
ключению, что противоречие не появится. В знаменитом письме 

1824 г. к своему другу Ф. А.Тауринусу он объяснил, что в случае 

а + В + у < л получается «совершенно непротиворечивая необыч- 

ная геометрия», которую он назвал «неевклидовой». Он завершил 

свое письмо просьбой к Тауринусу никому не говорить о его «част- 

  
КАРЛ ФРИДРИХ ГАУСС
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ном сообщении», которое он предполагал опубликовать «когда-ли- 

бо в будущем». 

Позже, в 1832 г., он узнал от своего друга Фаркаша Бойяи, что 

сын последнего Янош пришел к тем же выводам. Затем в 1841 г. 

он обнаружил, что это сделал и Лобачевский. Гаусс даже выучил 

русский язык (чтобы прочесть раннюю работу Лобачевского?), но 

никогда по этим вопросам напрямую не общался ни с Яношем Бой- 

яи, ни с Лобачевским. 

Однако удивительнее всего, что Гаусс, когда он не думал о тео- 

рии чисел или пятом постулате, построил дифференциальную гео- 

метрию поверхностей, в том числе поверхностей постоянной отри- 

цательной кривизны, которые в действительности служат моделью 
гиперболической геометрии (по крайней мере локально). Все эти 

годы перед его глазами была эта модель, но он так и не обнаружил 

ее очевидную связь с неевклидовой геометрией. Он умер, не подо- 

зревая, что доказательство непротиворечивости гиперболической 

геометрии было у него в руках! 

$ 11.4. Лобачевский 

Николай Иванович Лобачевский (1793—1856), как и все осталь- 

ные, попытался доказать пятый постулат от противного. Продвига- 

ясь в исследовании случая а + В + у < л, он проникся убеждением, 

что теория непротиворечива. В неопубликованном учебнике, напи- 
санном в 1823 г., он отмечает, что все попытки доказать пятый по- 

стулат были ошибочны. В 1826 г. Лобачевский прочел доклад в Каза- 

НИ О «новой геометрии» (которую он позже назвал воображаемой) 

и опубликовал (на русском языке) мемуар о ней в «Казанском вест- 

нике», не замеченный за рубежом. Пытаясь добиться признания, он 

опубликовал работы на немецком («СеотенлзсВе ОтиегзисВипееп», 

1840) и французском («Рапевотеле», 1855) языках, но без успеха. 

Важнейшие работы Лобачевского по неевклидовой геометрии см. 

в [8, с. 27—70] ив [7, с.137—217]. 

Н. И. Лобачевский был не только ректором Казанского универ- 

ситета, но и его главным библиотекарем. Казанская библиотека 

получала многие научные журналы, включая самый известный 

математический журнал того времени — «Лоигпа! Ёг die reine und 

angewandte Mathematik», известный как журнал Крелля. Библио- 

течные карточки (дошедшие до нас) показывают, что Лобачевский
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Николадй Иванович ЛоБадчеЕВСКИЙ 

читал каждый выпуск журнала Крелля, который доходил в Ка- 

зань, за исключением двух последовательных выпусков в 1830-е 

годы. Эти два выпуска содержали две статьи Миндлинга, в которых 

последний получил для поверхностей постоянной отрицательной 
кривизны тригонометрические формулы, идентичные тем, которые 

ранее получил Лобачевский для гиперболической плоскости. Если 

бы Лобачевский увидел какую-то из этих работ, он бы немедленно 

заметил, что там содержится доказательство непротиворечивости 

гиперболической геометрии! 

$ 11.5. Бойяи 

Янош Бойяи (1802—1860) был сыном математика Фаркаша Бой- 
яи, который «доказал» пятый постулат (его друг Гаусс указал ему на 

ошибку). Вначале Янош последовал по стопам своего отца, пытаясь 

доказать пятый постулат от противного, но вскоре осознал, что он 

получил непротиворечивую геометрию. В 1823 г. он написал своему
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Янош Бойяи 

ОТЦУ: «Я создал странный новый мир из ничего». Но лишь в 1832 г. 

(через три года после Лобачевского) его исследования были опуб- 

ликованы в добавлении к книге его отца «Тегатеп» (и то и другое 

написано на латыни; русский перевод см. в [8, с. 71—100]). 

Фаркаш послал книгу Гауссу с просьбой прокомментировать 

«Добавление». Вместо того чтобы похвалить и поддержать Яноша, 

Гаусс написал, что это значило бы «хвалить самого себя», поскольку 

он открыл то же самое тридцать лет назад и «Добавление» «изба- 

вило его от усилий» по изложению его открытия. Обескураженный, 

Янош Бойяи прекратил работу на несколько лет, но затем начал пи- 

сать книгу, которая должна была содержать подробное изложение 
его результатов. 

Когда Гаусс узнал о результатах Лобачевского, он «любезно» со- 
общил об этом Яношу Бойяи через его отца. Некоторое время Янош 

думал, что Лобачевский не существует, что он выдуман Гауссом, 

который использовал фамилию «Лобачевский» как псевдоним для 

публикации результатов, украденных из «Добавления» Я. Бойяи!
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К счастью, Янош Бойяи в конце концов понял, что дело обстояло 

иначе, но он так и не закончил свою книгу и вообще ничего больше 

не опубликовал. Он умер довольно рано, не признанный своими 

современниками... 

$ 11.6. Бельтрами, Гельмгольц, Ли, Кэли, Клейн и Пуанкаре 

Первое доказательство непротиворечивости гиперболической 

геометрии приписывают Бельтрами, который показал (1868), что 

ее аксиомы и теоремы выполнены (по крайней мере локально) на 

поверхностях постоянной отрицательной кривизны. Физик Гельм- 

гольц был, вероятно, первым, кто понял, как можно доказать непро- 

тиворечивость гиперболической геометрии, но математики счита- 

ли его рассуждения недостаточно строгими. Софус Ли исправил 

рассуждения Гельмгольца и первым отметил важную роль групп 

преобразований в математике. Клейн дал определение геометрии, 

которое мы привели в гл. 1, и одновременно с Кэли (но независимо 

от него) дал элементарную глобальную модель гиперболической 

геометрии; кроме того, он придумал для трех геометрий названия 

гиперболическая, параболическая, эллиптическая. Пуанкаре постро- 

ил две модели гиперболической геометрии, которые мы рассмотре- 

ли в главах 7 и 8. 

$ 11.7. Гильберт 

Давиду Гильберту принадлежит первая успешная попытка приве- 

сти аксиоматическое построение евклидовой геометрии, строгое в со- 

временном смысле слова. Оно включает 21 аксиому, три неопределя- 

емых понятия (точка, прямая, плоскость) и несколько неопределя- 

емых отношений. Аксиомы Гильберта для геометрии плоскости рас- 

сматриваются в дополнении Б к настоящей книге. 

В наше время аксиоматический подход редко используется при 

обучении геометрии, поскольку евклидову геометрию можно изло- 

жить гораздо проще: ее легко построить как ветвь линейной алгеб- 

ры над полем вещественных чисел (основываясь на том, что прямая 

«изоморфна» числовой оси К). Этот факт можно вывести из аксиом 

Гильберта, используя аксиоматическое определение вещественных 

чисел и проверяя, что соответствующие алгебраические аксиомы 

выполнены для точек любой прямой, если на ней подходящим об- 

разом ввести сложение и умножение.



Глава 12 

Проективная геометрия 

В этой главе мы введем основные понятия проективной геомет- 

рии для частного случая проективной плоскости КР? и лишь кратко 

коснемся проективного пространства КРЗ. Общая теория 4-мерно- 

го проективного пространства (RP?, d>1) no традиции изучается 

в курсах линейной алгебры с помощью так называемых однородных 

координат, но мы остановимся на размерности 4 =3. Наш подход 

более геометричен, что вначале может показаться странным, по- 

скольку в нашей модели «точки» проективной плоскости ВР? — это 

прямые в евклидовом пространстве 3; однако в итоге мы тоже 

обратимся к однородным координатам. 

312.1. Проективная плоскость как геометрия 

12.1.1. Основное определение. Проективная плоскость ВР? — 
это, по определению, геометрия (RP? : Рго)(2)), элементы кото- 

рой (называемые проективными точками) — прямые линии в про- 

странстве В3, проходящие через начало координат О, а группа пре- 
образований Рго} (2) определяется следующим образом. Рассмотрим 

общую линейную группу СТ.(3) и отождествим любые два линейных 

преобразования пространства ®З, матрицы которых получаются 

одна из другой умножением на ненулевую константу; на таких 

классах эквивалентности преобразований корректно определена 

композиция матриц, и Рго} (2) по определению есть группа, элемен- 

ты которой — эти классы, а групповая операция — композиция (т.е. 

умножение матриц). 

12.1.2. Точки и прямые. Элементы проективной плоскости КР? 

(проективные точки) —евклидовы прямые; тем не менее мы часто 

будем называть их просто точками (нашей геометрии). Прямые ли- 

нии (нашей геометрии) определяются как (евклидовы) плоскости, 

проходящие через начало координат. Из этих определений непо- 

средственно вытекают следующие два утверждения. 

Г. Через любые две различные «точки» проходит одна и только 

одна «прямая».



812.2. Однородные координаты 165 
  

П. Любые две различные «прямые» пересекаются в одной и толь- 

ко одной «точке». 

Таким образом, в нашей геометрии, как и в сферической, нет 

параллельных прямых. Но мы увидим, что эти геометрии сильно 

различаются; в частности, в проективной геометрии нет естествен- 
ной метрики (а поэтому нет и угловой меры, перпендикуляров, пло- 

щадей и т. д.). В отличие от сферической геометрии, в которой пря- 

мые пересекаются в двух точках, прямые в проективной геометрии 

пересекаются лишь в одной точке. 

12.1.3. Интуитивное описание. Можно представлять себе про- 

ективную плоскость как евклидову плоскость, к которой добавлена 

«бесконечно удаленная прямая» Л„. Двигаясь по евклидовой пря- 

мой Г, до бесконечности в каком-то направлении, вы пересечете бес- 

конечно удаленную прямую в некоторой точке Р=ЁПЛь,; если же 

двигаться вдоль Ё в противоположном направлении, вы достигнете 

прямой Л. и пересечете ее в той же самой точке Р. Параллельные 

(в евклидовом смысле) прямые пересекаются на бесконечно уда- 

ленной прямой. Таким образом, прямые на плоскости ВР? — нечто 

вроде окружностей («бесконечные окружности»). Однако бесконеч- 

но удаленную прямую не следует считать «особенной», поскольку 

проективные преобразования в большинстве случаев переводят ее 
В «обычную» прямую. Приведенное здесь неформальное описание 

проективной плоскости мы сделаем строгим ниже, в п.12.2.4. 

$12.2. Однородные координаты 

12.2.1. Вернемся к нашей геометрии (ВР? : Рго}(2)) и введем ко- 

ординаты ее точек. Каждая точка Г (т.е. каждая евклидова прямая, 

проходящая через начало координат) однозначно определяется сво- 

им направляющим вектором, т.е. тремя координатами (ху, хо, хз), 

в стандартном базисе пространства ВЗ, а именно в базисе 

ез = (1;0;0), е> = (0;1;0), ез = (0;0; 1). 

Обратное, однако, неверно: точки не определяют координаты `одно- 

значно. А именно, если А — вещественное число, не равное нулю, то 
(Ах, Ах, Ахз) задает ту же точку, что и (ху; хо; хз). В этом случае 

мы называем два набора координат эквивалентными, обозначаем 
соответствующий класс эквивалентности через (х/ : х. : хз) и назы- 

ваем у (Г) = (х: : х› : хз) однородными координатами точки Г.
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12.2.2. Однородные координаты очень облегчают вычисление 

действия элементов & € Proj(2) Ha точки [ГЕВР?: преобразование $ 

определяется (3 х 3)-матрицей А, Е СТ,(3) (заданной с точностью до 

умножения на ненулевую константу), причем 

@11 @12 @1з xj 

g(L) = Ag (Cy : Xq : X3)) = | 421 @а22 азз | | X2 

23, 32 33 X3 

Геометрический смысл преобразования с матрицей А, состоит в том, 

что ее столбцы являются образами векторов стандартного базиса при 

этом преобразовании, но, так как матрица А, определена с точностью 

до ненулевого коэффициента, эти образы тоже определены с точно- 

стью до ненулевого коэффициента. 

12.2.3. Проективные пространства высших размерностей. 

В курсах линейной алгебры проективное пространство КР“ опре- 

деляется аналогично в любой размерности 4: его элементами яв- 

ляются однородные координаты (хо: х1:... : Ха), т.е. классы экви- 
валентности, с точностью до ненулевого коэффициента, наборов 

из 4+1 вещественного числа (ху: х!:...: Ха) (не все из которых 

равны нулю). Группа Рго(а + 1) действует на каждый элемент как 

умножение на (4+1) х (4 + 1)-матрицы, соответствующие линей- 

ным операторам в пространстве В“+! (и определенные с точностью 

до ненулевого коэффициента). В этом курсе мы не будем изучать 

проективные пространства высших размерностей КР, а> 3. Они 

подробно рассматриваются в большинстве курсов линейной ал- 

гебры. Однако ниже в 812.8 мы кратко рассмотрим проективное 

пространство ВР?. 

12.2.4. Теперь опишем точную модель пространства ЖР>, которая 

объяснит, почему оно называется проективной плоскостью. В про- 

странстве 3 рассмотрим плоскость П, заданную уравнением х. =1. 

Точки этой плоскости имеют координаты вида (х1; хо; 1). К плоско- 

сти П добавим бесконечно удаленную прямую Л; ее точки — это клас- 

сы эквивалентности евклидовых точек (х1; х2; 0) относительно умно- 

жения на ненулевые константы (обозначение: (х! : хо: 0)). Множество 
Пул. является множеством всех точек проективной плоскости. 

Заметим, что «бесконечно удаленные точки» (х| : хо : 0) Е Л. 

соответствуют евклидовым прямым на плоскости х- = 0. На инту- 

итивном уровне можно представлять себе эти прямые «уходящи-
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Рис. 12.1. Проективная плоскость 

ми в бесконечность» в определенном направлении, так что множе- 

ство Л «окружает» плоскость П. Уточним, что это не лучи, а обыч- 

ные «двусторонние» прямые, поэтому они уходят в бесконечность 

в двух противоположных направлениях, но пересекают проектив- 

ную прямую Л. лишь в одной точке (следует считать, что в этой 

точке отождествляются две диаметрально противоположные беско- 

нечно удаленные точки). Читатель, знакомый с основами тополо- 

гии, должен опознать здесь классическую топологическую модель 

проективной плоскости, полученную отождествлением диаметраль- 

но противоположных точек на границе единичного круга 12. 

Прямые в этой модели проективной плоскости — обычные пря- 

мые евклидовой плоскости плюс «прямая» Л. Имеется очевидная 

биекция между точками и прямыми проективной плоскости RP? 

(определенной в предыдущем параграфе) и, соответственно, точ- 

ками и прямыми в модели ПО Л.,; в частности, прямая Л. COOT- 

ветствует (евклидовой) плоскости х. =0. С помощью этой биекции 

легко задать действие группы Рго] (2) на этой модели. 

812.3. Проективные преобразования 

12.3.1. Можно задать вопрос: почему наша геометрия называ- 

ется «проективной», если она задана группой линейных операторов 

в пространстве 3? Попробуем ответить на этот вопрос. Пусть П\ 

и П> — две плоскости в КЗ, аРЕВ? — некоторая точка. Проектиро- 

ванием плоскости П! на П> из точки Р называется отображение л, 

каждой точке АеП]\ ставящее в соответствие точку А’ЕПЬ, в ко-
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Рис. 12.2. Проективные преобразования плоскостей 

торой прямая РА пересекает По. Это соответствие не обязательно 

биективно: л не определено в некоторых точках Х (если прямая 

РХ параллельна плоскости По) и не сюръективно (некоторые точки 

на П. не покрыты), см. рис. 12.2. 

Однако если пополнить П! и П.> бесконечно удаленными прямы- 

ми Л! и AZ и определить проектирование подходящим образом, то 

мы получим биекцию между проективными плоскостями П! УЛ! 

и П> ол! . Подробности предоставляются читателю. 

12.3.2. Мы говорим, что совокупность точек А., ..., А„, п > 3, про- 

ективной плоскости (интерпретируемой как модель из п.12.2.4) на- 

ходится в общем положении, если для любых трех из них А,,, А/, Аж 

векторы OA,, OA, OA,, составляют базис в ®3. Если одна из точек, 

скажем А;, лежит на бесконечно удаленной прямой, то вектор OA, 

корректно определен и в координатах имеет вид (а:Б:0). Если три 

или больше точек из данной совокупности лежат на бесконечно уда- 

ленной прямой, то, разумеется, совокупность не находится в общем 

положении. 

Равносильное определение: совокупность точек находится в об- 

щем положении, если никакие три из них не лежат на одной прямой. 

Теорема 12.3.3. Существует ровно одно проективное преобра- 

зование, отображающее четыре произвольные точки общего поло- 
жения А, В, С, РеЕВР? в четыре другие произвольные точки общего 

положения A’, B’, C’, D’ € RP. 
Доказательство. В соответствии с нашей моделью проектив- 

ной плоскости можно считать, что точки А, В, Си /А', В’, С лежат на
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плоскости хз = 1. По предположению векторы ОА, ОВ, ОС составля- 

ют базис пространства 3. Пусть (а, а›, аз), (61, Ьь, Ьз), (су, со, сз) — 

координаты векторов ОА’, ОВ’, ОС’ в этом базисе. Тогда матрица 

aq, by cy 

M=]4a b2 ¢, 

аз 63 сз 

соответствует линейному преобразованию пространства ®3, пере- 

водящему А, В, СвА`, В’, С’. Умножив ее столбцы на скалярные кон- 

станты, получим матрицу 

Aa, pb, ve, 

A, = Aa, pb, vc, 

Aa, pbs Vc 

и будем считать, что она задает элемент & из Рго}(2). Ясно, что A, 

переводит точки А, В, СЕКР? в точки А”, В’, С'ЕКР?, хотя та же 

матрица при действии в В? не переводит А, В, СЕВЗв А^, В’, С\Е КЗ 
(если не все три скаляра А, и, у равны 1). 

Теперь пусть (41, 42, 43) — координаты точки Д в базисе ОА, ОВ, 

OC, a (41, 4, 4) — координаты точки О’ в том же базисе. Мы утвер- 
ждаем, что можно так выбрать скалярные параметры А, и, у, чтобы 
А, переводило РЕКР? в Р’ЕКР?. 

В самом деле, это означает, что матрица Ag, примененная к век- 

тору (41, 42, 43), дает вектор (41, 4., 4.), или, что то же самое, систе- 
ма уравнений 

а 41 А + 6. 4>и + с1 43 у — ат, 

а241 А + body + Cod3v = ат, 

a3d,A + 542 + сзазу — d, 

относительно неизвестных А, д, у имеет решение. Но определитель 

этой системы равен А = 4.44. 4екКМ) и, следовательно, не равен 

нулю. Поэтому наша система уравнений относительно А, и, у имеет 

ненулевое решение. Тем самым мы показали, что А‚(О) = Б’ (если 

в качестве А, и, у взять решение нашей системы), и доказали суще- 

ствование нужного проективного преобразования. 

Чтобы доказать его единственность, выполним построение мат- 

рицы А, в обратном порядке, что возвращает нас к исходной мат- 

рице (с точностью до умножения на скаляр). CJ
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$12.4. Двойное отношение коллинеарных точек 

12.4.1. Основные определения. Выше мы отметили, что на про- 

ективной плоскости нет естественной метрики и нет аффинной струк- 
туры (нельзя корректно определить отношение двух отрезков, соеди- 

няющих три коллинеарные точки из КР^). Тем не менее наличие аф- 

финной структуры в В3 позволяет определить двойное отношение лю- 

бой упорядоченной четверки коллинеарных точек из КР°. 

Определение таково. Пусть К, [, т, п — коллинеарные точки в ВР, 

т.е. четыре компланарные прямые в ®3, проходящие через начало 

координат, и пусть прямая $ пересекает эти четыре прямые в точках 

А, В, С, р соответственно. Тогда векторы АСи ВС пропорциональны, 

т.е. АС= АВС; вещественное число А (возможно, отрицательное) 

обозначается (А, В, С); величина (А, В, О) определяется аналогично. 

Положим теперь 

(А, В, С). 
(А, В, С, О) := (АВР), 

полученное число называется двойным отношением точек А, В, С, О. 

Нетрудно показать, что оно определено корректно, т.е. не зависит от 

выбора секущей $. Если теперь одна из точек, скажем В, лежит на бес- 

конечно удаленной прямой Л„, то положим (А, В, С, О) := (С,О, А) 

(аналогично в остальных случаях). 

12.4.2. Выражение двойного отношения в координатах. Двой- 

ное отношение легко вычисляется в координатах. Для этого вернем- 

ся к модели 

П = {(х, у, 2) Е ВЗ: = 1} С ЕР? = ПИЛ... 

Пусть коллинеарные точки А, В, С, р имеют координаты 

(xa; YA> 1), (xg, Ув» 1), (xc, Ус, 1), (хр, У, 1). 

Тогда, очевидно, 

    Xp —-X — Xpn—-X — (А, В, С) = С А _ С ZA (A, B, D) = D A _ YD Ja 

Xc — Xz Ус — Ув Хр —Хв Ур — Ув 

откуда 

ХС ХА. Хр ХА _ УС УА. Ур УА 
(A, B,C, D) = — = , 

Хе ХВ ХХ Ув Утв 

Если одна из точек, скажем В, лежит на бесконечно удаленной пря- 

мой (на ее пересечении с прямой, содержащей точки А, С, О), то 
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двойное отношение сводится к одной дроби. Происходящее в этом 

случае описывается словами «бесконечности сокращаются»: 

Хс — ХА Xp — ХА Хх ХС ХА _ (C, D, A). 
Хе © ‘хр-®  Xp—-Xy 

  

В случае, когда все четыре точки А, В, С, О лежат на бесконечно 

удаленной прямой, их двойное отношение также является коррект- 

но определенным вещественным числом. Его вычислению посвяще- 

на задача 12.3. 

Теорема 12.4.3. Двойное отношение четырех коллинеарных то- 

чек инвариантно при проективных преобразованиях. 

Доказательство представляет собой упражнение по линейной 

алгебры; см. задачу 12.4. С 

$12.5. Проективная двойственность 

12.5.1. Точки и прямые на проективной плоскости (ВР? : Proj(2)) 

играют в некотором смысле симметричную роль. Это легче уви- 

деть, если ввести понятие инцидентности: будем говорить, что две 

прямые а и Б инцидентны в точке Р, если Р —точка пересечения 
прямых а и Б, и что две точки Р и О инцидентны на прямой а, еслиа 

проходит через Ри О. Кроме того, наряду со стандартным термином 

коллинеарны (для точек, лежащих на одной прямой), будем исполь- 

зовать термин конкуррентны для прямых, проходящих через одну 

и ту же точку. 

Любое утверждение проективной геометрии, сформулирован- 

ное в этих терминах, можно превратить в другое утверждение, ко- 

торое называется двойственным к первому, заменив слово «прямая» 

СЛОВОМ «точка» (а «коллинеарны» — на «конкуррентны») И обратно. 

Например, утверждение [ из п.12.1.2 можно выразить следующим 

образом: «двум различным точкам инцидентна одна и только одна 

прямая»; новым утверждением (т.е. двойственным к нему) будет 

«Двум различным прямым инцидентна одна и только одна точка», 

т.е. в точности утверждение П (см. п.12.1.2). Другой пример: «любое 

проективное преобразование переводит коллинеарные точки в кол- 

линеарные» превращается в «любое проективное преобразование 

переводит конкуррентные прямые в конкуррентные». 
Замечательно, что такое преобразование всегда переводит истин- 

ные утверждения в истинные. Чтобы доказать это, определим двойст- 

венную геометрию для геометрии RP?: sto геометрия (DRP?: Proj(2)),
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в которой точками являются плоскости в пространстве 3, проходя- 

щие через начало координат, на которые действует группа невырож- 

денных линейных преобразований пространства ВЗ. В геометрии 
ОРЕР? пересечение двух точек (т.е. евклидовых плоскостей) назы- 

вается прямой, проходящей через эти точки (и это действительно 

евклидова прямая в евклидовом трехмерном пространстве). 
Teopema 12.5.2. Teomempuu (DRP? : Proj(2)) u (RP? : Proj(2)) uso- 

морфны: существует биекция, которая называется двойственно- 

стью и обозначается D, между множествами точек этих геомет- 

рий, согласованная с изоморфизмом группы С1.(3) на себя. 

Доказательство. Каждой «точке» П геометрии ОКР>, т.е. каж- 
дой плоскости в ВЗ, заданной уравнением вида ах, + а>х. + азхз =0, 

поставим в соответствие точку КР? с однородными координата- 

ми (а1 :а2: аз) (это, разумеется, евклидова прямая, проходящая 

через начало координат перпендикулярно этой плоскости). Если 

элемент зе Рго}(2) переводит точку (а! : а : аз) в некоторую точ- 

ку (Б, : Б. : Бз), то этот же элемент переведет плоскость П в плоскость 

с уравнением b,x, + box + Б.х. =0. Таким образом, отображение 

двойственности О: ВР? -» ОКР? (заведомо биективное) согласова- 

но с действием группы Рго}(2), так что мы построили требуемый 

изоморфизм. О 

Отметим, что соответствие двойственности является инволюцией, 
т.е. рор есть тождественное отображение проективной плоскости на 

себя. Отметим далее, что построенный выше изоморфизм сохраняет 
инцидентность: если две точки А, В в КР” (т.е. две евклидовы пря- 

мые, проходящие через начало координат О в пространстве 3) инци- 

дентны прямой [ (т.е. содержатся в евклидовой плоскости П|), то две 

прямые О(А), Р(В) в ОКР? пересекаются в точке (геометрии ОКР?) 

(0 =П.. Таким образом, верно следующее утверждение. 

Следствие 12.5.3 (принцип двойственности). Существует биек- 

ция между множеством прямых и множеством точек проективной 

плоскости, которая сохраняет инцидентность и переводит любую 
теорему проективной геометрии в теорему проективной геометрии. 

$12.6. Коники в ВР? 

Невырожденные конические сечения (или кратко коники) на 

евклидовой плоскости — это, как известно, эллипс, гипербола и па- 

рабола. На проективной плоскости эти три кривые проективно эк- 

вивалентны, так что на проективной плоскости существует только
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одна невырожденная коника (с точностью до проективной эквива- 

лентности). 
Конику в ВР? можно определить как множество точек, кото- 

рое при проективном преобразовании получается из кривой С, за- 

данной уравнением (х/)? + (х›)? =1 (в модели на пополненной ев- 

клидовой плоскости, описанной в 812.2, эта кривая есть евклидо- 

ва окружность). Любое проективное преобразование, при котором 

образ кривой С не пересекает бесконечно удаленную прямую Ль,, 

переводит С в эллипс; проективное преобразование, переводящее 

одну точку кривой С на Л.,, превращает С в параболу, а проективное 

преобразование, переводящее на Л. две точки кривой С, превраща- 

ет С в гиперболу. 

$12.7. Теоремы Паппа, Дезарга и Паскаля 

Завершим наше изучение проективной плоскости ВР? тремя за- 

мечательными классическими теоремами. Все они могут рассмат- 
риваться как теоремы о точках и прямых либо на проективной, 

либо на аффинной (в частности, евклидовой) плоскости. 

Теорема 12.7.1 (Дезарг). Пусть прямые, которые соединяют со- 

ответственные вершины треугольников А. АА; и В, В-Ву, пересека- 

ются в одной точке 5. Тогда точки пересечения Р/, Р, Р› прямых А.А, 

и В-Вз, АзА! и В-В1, А. А. и В. В- соответственно коллинеарны. 

  
Рис. 12.3. Теорема Дезарга
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Доказательство. Вначале перейдем с плоскости в трехмерное 

пространство и докажем трехмерный аналог теоремы Дезарга. (До- 

казательство трехмерной теоремы оказывается неожиданно про- 

стым, но использованное там рассуждение не работает на плоско- 

сти!) Затем применим трехмерную теорему, чтобы доказать тео- 

рему Дезарга на плоскости посредством непрерывной деформации 

пространственной картинки в плоскую. 

Пусть даны два треугольника А, А Аз и В. В>Вз в евклидовом 

пространстве ®2, причем три прямые А.В, А-В., АзВз пересека- 

ются в одной точке 5. (Читателю нужно представить себе, что точ- 

ки А|, Вл, Аз, Вз, ° те же самые, что в плоском варианте теоремы, 

а точки А., В. «подняты» над плоскостью.) Тогда прямые 5В1, Во, 

5В-з задают трехгранный угол в пространстве R? (cM. puc. 12.4). 

Рассмотрим три пары прямых: А.А. и BoB3, A,A, HW BoB, A, Az; 

и В, Вз. Мы утверждаем, что каждая из этих пар имеет общую точ- 

ку (в пространстве!) и эти три точки коллинеарны. 

В самом деле, (евклидовы) плоскости ПЦ: := (A, A,A3) И I, = 

= (B;B2B3) пересекаются по прямой Л. Ясно, что прямые А.А. 

и В-В- пересекаются в точке (которую мы обозначим (1) на пря- 

  

  
Рис. 12.4. Пространственная теорема Дезарга
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О 

Рис. 12.5. Доказательство теоремы Дезарга 

мой Л и то же верно для прямых А.А! и BoB, (точку пересече- 
ния обозначим 03), а также для прямых А1 А; и В\!В. (с точкой 

пересечения (9.5). Поскольку все точки О1, 95, Оз лежат на Л, они 

коллинеарны, как и утверждалось. 
Перейдем теперь к доказательству плоского варианта теоремы. 

Рассмотрим плоскость В15Вз (которую мы считаем «горизон- 

тальной»); построим плоскость, перпендикулярную ей и проходя- 

щую через прямую $В.; в этой плоскости выберем точку О «ниже» 

горизонтальной плоскости. Теперь точки Ay и В. выберем, проекти- 

руя точки А», В. из О, причем так, чтобы $, А», В» были коллинеар- 

ны (см. рис. 12.5). 

Используя трехмерный вариант теоремы, можно построить три 

коллинеарные точки О1, О5, Оз. Теперь будем вращать прямую SB, 

вокруг $ вниз в вертикальной плоскости, до тех пор пока она не 

совпадет с 5В.5. Подвижные точки @\1, 45, Оз все время коллинеар- 

ны, а достигнув горизонтальной плоскости, они совпадут с точками
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Рис. 12.6. Теорема Паппа 

Р:, Р», Ру. Следовательно, эти три точки также коллинеарны, что до- 

казывает теорему. Ш 

Теорема 12.7.2 (Папп). Пусть точки А!, А>, Аз коллинеарны, 

точки Вл, В, Вз также коллинеарны, Р/, Р., Р› — точки пересечения 

прямых А.В и А В5, АВ. и А.Ву, А.В; и А.В. соответственно. 

Тогда точки Р!, Р., Р› коллинеарны. 

Набросок доказательства. По теореме 12.3.3 можно считать, 

что А. А>В.В. — квадрат. В системе координат с базисом A, Ay, A,B, 

легко показать, что точки Р\, Р., Р; коллинеарны. 

Теорема 12.7.3 (Паскаль). Пусть точки А, В, С, О, Е, Е лежат 

на конике, и пусть Р!, Р›, Р› — точки пересечения прямых АВ и ЕБ, АР 

и СО, СВ и ЕЁ соответственно. Тогда точки Р,, Р., Р› коллинеарны. 

  Е 

Рис. 12.7. Теорема Паскаля
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Теорему иллюстрирует рис. 12.7, где коника является окружно- 

стью. На самом деле Паскаль доказал теорему именно для этого 

частного случая, но без всякой потери общности — он знал, что все 

коники проективно эквивалентны окружности. Мы не приводим 

здесь (не очень трудное) доказательство его теоремы. 

Замечание 12.7.4. Отметим, что теорема верна и для ВР?, и для 

R?. Чтобы сформулировать ее в полной общности для евклидовой 

плоскости, нужно рассмотреть несколько особых случаев (которые 

возникают, когда одна из точек Р. «уходит на бесконечность»); 

в этих случаях доказательство несколько отличается от общего слу- 

чая. Отметим также, что евклидовы случаи имеют доказательства 

в метрических терминах (см. задачу 12.13), но проективное дока- 

зательство в некотором смысле более естественно. Аналогичные 

замечания верны для теорем Паппа и Дезарга. 

812.8. Проективное пространство КРЗ 

В этом параграфе мы очень кратко рассмотрим трехмерную про- 

ективную геометрию. 

12.8.1. Определение проективного пространства. Как изло- 

жено в п. 12.2.3, проективное пространство КРЗ можно определить 

в терминах однородных координат, но здесь мы последуем более 

геометричному подходу. А именно, рассмотрим четырехмерное ев- 

клидово пространство В* и в качестве точек пространства ВР? возь- 

мем прямые, проходящие через начало координат О B R*. Группу 

преобразований Рго}(3) пространства ВР? определим, как в двумер- 

ном случае (заменив С@1Г(З) на С1.(4)). Теперь определим прямые 
в КР? как плоскости, проходящие через начало координат О, а плос- 

кости в ВР? — как трехмерные гиперплоскости в В^, проходящие 

через О. 

Следующие важнейшие факты непосредственно вытекают из 

этих определений. 

I. Через любые две различные «точки» проходит ровно одна «пря- 
мая». 

П. Любые две различные «плоскости» пересекаются по одной 

и только одной «прямой». 

Таким образом, в этой геометрии нет параллельных прямых и па- 

раллельных плоскостей. Более того, в КР? нет и функции расстояния, 

а потому нет мер площадей и углов, а также перпендикуляров.
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12.8.2. Свойства проективных преобразований. Не входя в по- 

дробности, заметим лишь, что справедлива «теорема о пяти точках», 

аналогичная «теореме о четырех точках» 12.3.3, и что двойное отно- 

шение четырех коллинеарных точек инвариантно относительно про- 
ективных преобразований. Существует изящная теория квадрик (по- 

верхностей, заданных уравнениями второй степени), в которой, на- 

пример, доказывается, что двуполостный гиперболоид (проективно) 

эквивалентен однополостному гиперболоиду и эллипсоиду. 

12.8.3. Проективная двойственность в пространстве. Как и на 

проективной плоскости, в ВРЗ действует принцип двойственно- 
сти, но несколько более сложный: он затрагивает не только точки 

и прямые, но и плоскости. Заменив выражения «проходит через», 

«пересекаются в» и т.д. подходящими вариантами понятия инци- 

дентности и используя выражения «конкуррентны» и «компланар- 
ны» в формулировке какой-либо теоремы, мы получим двойствен- 

ную теорему, просто меняя местами слова «точка» и «плоскость» 
(и оставляя на месте слово «прямая», оно самодвойственно). Двой- 

ственная теорема также верна, поскольку ее доказательство можно 

получить, «дуализируя» доказательство исходной теоремы. Напри- 

мер, свойства Ги П двойственны друг другу. 

$ 12.9. Задачи 

12.1. Даны пять различных коллинеарных точек А, В, С, ШО, Е. 

Докажите, что 

(A, B, C, D)- (A, B, D, E)- (A, B, E,C) = 1. 

12.2. Сколько различных значений принимает двойное отноше- 

ние четырех точек на прямой, когда меняется их порядок? 
12.3. Вычислите двойное отношение четырех точек (х; : у;; 0), 

1 =1, 2, 3, 4, лежащих на бесконечно удаленной прямой Л... 

12.4. Докажите теорему 12.4.3. 

12.5. Четыре плоскости проходят через общую прямую [, а пря- 

мая т пересекает все четыре плоскости. Докажите, что двойное 

отношение точек пересечения прямой т с этими плоскостями не 

зависит от выбора т. 
12.6. Сформулируйте и докажите теорему, двойственную теоре- 

ме Паппа. Сделайте соответствующий чертеж. 

12.7. Сформулируйте и докажите теорему, двойственную теоре- 

ме Дезарга. Сделайте соответствующий чертеж.
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12.8* Докажите, что проективная двойственность переводит лю- 

бую точку коники в прямую, касательную к двойственной конике. 
12.9. Используя задачу 12.8, сформулируйте и докажите теоре- 

му, двойственную теореме Паскаля (она известна как теорема Бри- 

аншона). Сделайте соответствующий чертеж. 

12.10. В пространстве В? даны три скрещивающиеся прямые 

[, 11, [>. Каждой точке А! Е [1 поставим в соответствие точку А., в ко- 

торой прямая [, пересекает плоскость, содержащую А, и [. Докажи- 

те, что соответствие А, -› А. является проективным отображением 

прямой I, Ha l,. 

12.11. На плоскости даны прямые l,, ...l,_, u/. Ha mpamoin [ вы- 

браны точки О., ..., Ол. Известно, что если точки Ау1, ..., Аи_1 ДВИ- 

жутся по прямым (1, ...[,_1, ТО прямые, содержащие стороны мно- 
гоугольника А....А„, проходят через точки О-, ..., Он. Докажите, что 

вершина А,„ также движется по прямой. 
12.12. Докажите неравенство треугольника для гиперболической 

метрики, используя подходящие проективные преобразования. 

12.13. Докажите евклидов вариант теоремы Паскаля для случая 

окружности.



Глава 13 

«Проективная геометрия — 

это вся геометрия» 

Заголовок этой главы — цитата из Артура Кэли, выдающегося 

британского математика ХПХ столетия, одного из создателей про- 

ективной геометрии. Цель этой главы — придать его словам точ- 

ный математический смысл, а именно показать, что три основные 

непрерывные геометрии: параболическая (Евклид), гиперболиче- 

ская (Лобачевский) и эллиптическая (Риман) — являются подгео- 

метриями проективной геометрии. Мы докажем это в размерности 
два, т.е. покажем, что проективная плоскость «содержит» (в некото- 

ром точном смысле) гиперболическую, эллиптическую и евклидову 

плоскость. Поскольку дискретные геометрии, которые мы также 

изучали в этой книге, являются в свою очередь подгометриями 
трех основных непрерывных геометрий, это означает, что все гео- 

метрии, изучавшиеся до сих пор в нашем курсе, являются частями 

проективной геометрии. 

Но прежде всего напомним понятие подгеометрии, кратко упо- 

мянутое в гл. ]. 

$13.1. Подгеометрии 

13.1.1. Напомним, что две геометрии (Х :С) и (У:Н) изоморф- 
ны, если между ними существует эквивариантная биекция, т.е. биек- 

ция между множествами их точек, и существует согласованный с ней 

изоморфизм между их группами преобразований (подробное опре- 

деление см. в гл.1). Далее, геометрия (Х : С) является подгеомет- 

рией геометрии (У :Н), если существуют инъективное отображе- 

ние г: Х > У и мономорфизм у: @ —>Н, согласованные с действием 

групп, т.е. удовлетворяющие условию (1(х))(у($)) = (хе). (В этой 

формуле через хз обозначается результат действия элемента ЕС 
на точку хеЕХ; соответственно (1(х))(у($)) обозначает результат 

действия элемента ($) ЕН на точку I(x) €Y.) 

Разумеется, любая геометрия, изоморфная данной, является ее 

подгеометрией, но нас интересует случай, когда это собственная
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подгеометрия, т.е. когда 1 не является биекцией, или 7 не является 

изоморфизмом, или и то и другое. 

13.1.2. Вот некоторые простейшие примеры собственных под- 
геометрий: 

° группа движений правильного двенадцатиугольника является 
подгеометрией додекаэдра, на котором действует группа диэдра 0.2; 

® группа диэдра Ох, действующая на правильном додекаэдре, зада- 
ет подгеометрию этого же додекаэдра с действием группы диэдра D>; 

° группа диэдра Юз, действующая на правильном додекаэдре, 
задает подгеометрию евклидовой планиметрии (В?: 15от(®^)). 

$13.2. Евклидова плоскость как подгеометрия проективной 

13.2.1. Тот факт, что евклидова плоскость (К? : [вот(®В^)) явля- 

ется подгеометрией проективной плоскости (RP?: Рго}(2)), доволь- 

но очевиден, если интерпретировать ВР? (в модели однородных ко- 

ординат, см. 812.2) как плоскость 

— 3.) — П = {Оч Xo, хз) Е В*: х. = 1}, 

пополненную «бесконечно удаленной прямой» 

А» = {Оч : хо : хз): хз = 0}, 

т.е. если положить ВР? =ПилЛ.. 

Действительно, определим отображение 1: В? -› ВР? = ПОЛ. 
очевидным образом, т.е. положив Е((ху, х.)) := (ху, хо, 1), а отобра- 

Х2 

xy 

Рис. 13.1. Евклидова плоскость как подгеометрия проективной
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жение у: Isom(R*) — — С1.(3) определим следующим образом. Пусть 

ge Isom(R°*), (AB, AC) — ортонормированный репер на плоскости, 

(А 7: А’С’) — его образ при отображении $. В качестве у(5) возьмем 
элемент из Рго] (2), переводящий три прямые ОА, ОВ, ОС в прямые 

OA’, OB’, ОС’. Эта конструкция показана на рис. 13.1. 
Теорема 13.2.2. Вышеописанная конструкция показывает, что 

евклидова плоскость — подгеометрия проективной. 
Доказательство. Теорема очевидна: ясно, что 1 взаимно одно- 

значно, у является мономорфизмом и они согласованы. О 

  

813.3. Гиперболическая плоскость 

как подгеометрия проективной 

13.3.1. Тот факт, что гиперболическая плоскость (1.2 : М) явля- 
ется подгеометрией проективной плоскости (ЕР? : Рго}(2)), лучше 

всего виден, если использовать модель Кэли—Клейна и интерпре- 

тировать КР” (каки вышев 812.2) как плоскость 

TT = {(%, Xo, X3) € R?: хз = 1}, 

пополненную «бесконечно удаленной прямой» 

А» = {О : Хо : хз): хз = 0}, 

т.е. положить ВР? =ПилЛ.. 

Напомним, что модель Кэли—Клейна была определена как 

(1.2 : [зотал (1.2), где 1.2 — открытый единичный круг, а А — метрика, 
заданная формулой А(А, В) = (1/2) Пп((А, В, Х, У))| (подробности 

см. в 89.2). 

Теперь определим отображение 1: 1.2 -+ ВР? = ПОЛ» очевид- 
ным образом, т.е. положив 1((ху1, х2)) := (х1, х2, 1), а отображе- 

HMe y: Isom, (L?) > Рго} (2) зададим следующим образом. Пусть ее 

€lIsom, (H 2). Возьмем четыре точки общего положения А, В, С, РЕП. 

и рассмотрим их образы Аз, Ва, Се, Dg € L? npu действии элемента 5. 

Положим 

A, =i(A), B,=i(B), C,=i(C), D,=i(D) €L?, 

A, =i(Ag), Bz =i(Bg), C,=i(Cg), D2, =i(Dg) €L*. 
Две четверки точек А,;, В;, С;, О; ЕП, 1= 1, 2, находятся в общем по- 

ложении, и по теореме 12.3.3 существует единственное проективное 

преобразование, переводящее А\, В1, С, Оу в А», Во, Со, Оо; это пре- 

образование мы возьмем в качестве у($). Конструкция показана на 

рис. 13.2.
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xy 

Рис. 13.2. Модель Кэли—Клейна как подгеометрия проективной плоскости 

По существу эта конструкция — всего лишь естественное про- 

должение действия элемента $ с открытого единичного круга 

{(X}, X2, 1): x? + x3 < 1} = 1.) 

на всю проективную плоскость. Каждой «прямой» на 1.2 (т.е. каждой 

хорде ХУ единичной окружности) соответствует прямая, соединяющая 

точки 1(Х), (У) на проективной плоскости; параллельным или расхо- 

дящимся прямым на 1.2 (хордам единичного круга) соответствуют пря- 

мые на КР?, которые на самом деле пересекаются (в точке вне круга 

(1.2), возможно, на бесконечно удаленной прямой Л..). 

Теорема 13.3.2. Вышеописанная конструкция показывает, что 

гиперболическая плоскость является подгеометрией проективной 

плоскости. 
Доказательство. Ясно, что отображение { взаимно однозначно, 

так что остается показать, что ограничение отображения у (5) на от- 

крытый круг { (х, хо, 1): х2 +х2 <1} =КГ^) совпадает с у. Это следу- 
ет из того факта, что проективные преобразования сохраняют двой- 
ное отношение любых четырех коллинеарных точек и потому сохра- 

няют расстояние А между точками внутри {(1.2) (где А — абсолютная 

величина логарифма соответствующего двойного отношения). Но 

& является изометрией (относительно А), оно совпадает с ограни- 

чением отображения у(5) на {(1.2) на трех неколлинеарных точках 

и потому совпадает с ним на всей гиперболической плоскости. ШП
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Замечание 13.3.3. Не сложно доказать, что подгруппа группы 

Рго} (2), которая переводит в себя окружность {(х1, хо, 1): x? +х2= 1}, 

в действительности изоморфна группе [5от) (Н?)); с помощью этого 

изоморфизма часто доказывается в различных формулировках, что 
гиперболическая плоскость — «часть» проективной плоскости. При 

нашем подходе этот факт не потребуется, поэтому опустим доказа- 

тельство. 

$13.4. Риманова эллиптическая плоскость 

как подгеометрия проективной плоскости 

13.4.1. Как и в двух предыдущих параграфах, рассмотрим ВР? 

как плоскость П, пополненную бесконечно удаленной прямой Л... 
Будем использовать стандартную модель римановой двумерной эл- 

липтической геометрии Е!1]2, т.е. единичную сферу с отождествлен- 
ными противоположными точками: Ell? = (S? / ant: O(3)). Mbit canta- 

ем, что сфера лежит на плоскости П, касаясь ее в точке (0, 0, 1). 

Сначала построим вложение (на самом деле биекцию) $72 / дли 

в КР?, просто спроектировав $2/„„; из центра сферы на ПОЛ... 
Заметим, что «прямые» на $2 / дл, (т.е. большие окружности сферы 
с отождествленными диаметрально противоположными точками) 

отобразятся в прямые на проективной плоскости. В частности, эк- 

ватор сферы отобразится на «бесконечно удаленную прямую» Л... 

Заметим также, что сферические треугольники (не пересекающие 

экватор) спроектируются на обычные прямолинейные треугольни- 
ки на плоскости, но величины их углов не сохранятся. 

Чтобы построить мономорфизм у: О(3) > Рго]}(2), возьмем две 

перпендикулярные дуги АВ и АС (не пересекающие экватор), и пусть 

ВСР — треугольник, симметричный треугольнику АВС относитель- 

но прямой ВС. Пусть А\, В1, С1, 1 — центральные проекции точек 

А, В, С,О на плоскость П. Далее, пусть Е О(3) переводит точ- 

ки А, В, С,О в А’, В’, С’, О’, а А,,В\,С,, 01 —их проекции на П. 

Определим 7(#) как проективное преобразование, переводящее 
А’, В’, С’, О’в Ау, Ву, Су, )\ (такая проекция существует и единствен- 

на по теореме 12.3.3). Конструкция показана на рис. 13.3. 

Теорема 13.4.2. Вышеописанная конструкция показывает, что 

риманова эллиптическая плоскость является подгеометрией проек- 

тивной плоскости. 

Доказательство. Теорема легко вытекает из следующей лем- 

мы, доказательство которой составляет задачу 13.3.
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Рис. 13.3. Биекция между эллиптической и проективной плоскостями 

Лемма 13.4.3. Отображение у, описанное выше, является моно- 

морфизмом группы О(З) в Рго}(2). 

Мономорфизм у согласован с отображением 1 по построению, 

откуда и следует теорема. С 

$ 13.5. Задачи 

13.1. Докажите, что любое проективное преобразование проек- 

тивной плоскости ВР? сохраняет двойное отношение коллинеарных 

точек. 

13.2. Докажите, что, обратно, любое преобразование проектив- 
ной плоскости, сохраняющее двойное отношение любых коллине- 

арных точек, является проективным. 

13.3. Докажите лемму 13.4.3. 

13.4. Приведите пример сферического треугольника, у которого 

сумма углов близка к 2л, и опишите его образ при центральном 

проектировании из центра сферы. 

13.5. Покажите, что для любого = > 0 и любого положительного 

числа 5 существует такой сферический треугольник, что его пло- 

щадь меньше &, а площадь его образа при центральном проектиро- 

вании, указанном в 813.4, больше 5. 

13.6. Докажите, что подгруппа, состоящая из проективных пре- 

образований, отображающих в себя единичную окружность с цен-
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тром в начале координат, изоморфна группе изометрий гиперболи- 
ческой плоскости. 

13.7. Обобщите и решите предыдущую задачу, заменив окруж- 

ность на произвольный овал (невырожденную кривую второй сте- 

пени).



Глава 14 

Конечные геометрии 

Конечная геометрия — это геометрия, множество точек кото- 

рой конечно. В этой ситуации варианты группы преобразований 

крайне разнообразны, а данное Клейном определение слишком 

широко и не позволяет выделить те конечные геометрии, которые 

действительно заслуживают названия «геометрия». Поэтому нужно 

наложить ограничения на рассматриваемые действия групп, и это 

делается с помощью координат в линейных пространствах над ко- 

нечными полями. При другом подходе вводится понятие «прямой 

линии» и накладываются условия (аксиомы), которые делают гео- 

метрии в каком-то смысле «проективными» или «аффинными». 

К сожалению, эти два подхода не эквивалентны: при аксиома- 

тическом подходе класс конечных плоскостей шире, чем при ко- 

ординатно-алгебраическом. Однако, оказывается, два подхода эк- 

вивалентны в точности тогда, когда в рассматриваемой конечной 

геометрии выполнена теорема Дезарга. 

Следует заметить, что некоторые важнейшие естественные во- 

просы относительно конечных геометрий до сих пор не получи- 

ли ответа, и эти геометрии являются предметом продолжающегося 

активного изучения. Некоторые из этих вопросов и относящиеся 

к ним гипотезы упомянуты в 8 14.11. 

$14.1. Малые конечные геометрии 

В этом параграфе мы займемся классификацией всех геометрий 

С «малым» количеством точек. Под классификацией мы понимаем 

перечисление (без повторений) всех геометрий с данным количе- 

ством точек К:=|Х| с точностью до изоморфизма. Напомним, что 
две геометрии изоморфны, если между ними существует эквивари- 

антная биекция, т.е. биекция между их множествами точек и согла- 

сованный с ней изоморфизм между их группами преобразований 

(подробное определение см. в гл.1). 

Разумеется, геометрия с одной точкой только одна. При |Х|=2 

существует две геометрии (с |С| =2 ис |С| =). При |Х| =3 су-
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ществует три геометрии: изометрии вершин равностороннего тре- 

угольника (С = 53), движения вершин равностороннего треуголь- 

ника (С = 03), «осевые симметрии» вершин равнобедренного тре- 

угольника (С = 2.). При |Х| = 4 есть десять геометрий: симмет- 

рии правильного тетраэдра, его движения, симметрии квадрата, 

его движения, повороты квадрата на углы 0 и л, симметрии ромба 

иеще четыре геометрии, которые получаются, если группа преобра- 

зований имеет неподвижную точку (одну и ту же для всех элемен- 

тов). 

При |[Х| > 5 ситуация становится труднообозримой, а при |Х| > 10 

даже суперкомпьютер бессилен. 

Чтобы продолжить наше исследование, нужно выделить разум- 
ные классы конечных геометрий. Для этого потребуется немного 
алгебры. 

$ 14.2. Конечные поля 

Современной логической основой обычной евклидовой аффин- 

ной геометрии является понятие векторного пространства над по- 

лем вещественных чисел. Чтобы построить нечто подобное в конеч- 
ном случае, потребуются конечные поля. 

Теорема 14.2.1. Для любого а=р", где р — простое число, т— 
целое положительное число, существует ровно одно (с точностью 

до изоморфизма) поле, состоящее из 4 элементов. Оно называется 

конечным полем порядка 4 и обозначается Е(а). Других конечных 
полей не существует. 

Мы не даем доказательство этой теоремы (оно относится к курсу 

алгебры) и лишь приведем простейший нетривиальный пример — 

таблицы сложения и умножения для поля Е(4) = {0, 1, 2,3}: 
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Чтобы составить представление о структуре полей Е(а), предла- 

гаем читателю построить таблицы сложения и умножения, скажем, 
ana F (37).
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$ 14.3. Пример: конечная аффинная плоскость над Е(5) 

В этом параграфе мы построим конечную аффинную двумерную 

геометрию над конечным полем Е(р), где р — простое число (т.е. 

в случае т =1). Чтобы сделать построение более конкретным, про- 
ведем его для р =5, хотя оно пригодно при любом простом р. 

14.3.1. Определим аффинную плоскость АЁР(5) порядка 5 как 

множество {(х, у)|хеЕЕ(5), уеЕ(5)}, состоящее из пар (координат 

точек). Как и в обычной евклидовой геометрии, две точки Т = (а, Б), 

$ = (с, 4) задают вектор Т$ = {c —a,d — Ь}. Определим прямые, 

как в аналитической геометрии, т.е. положив A(t) =A, + tv, rae 

Ау— точка, У — вектор, а Е пробегает Е(5). Например, если взять 

Ау = (0; 0) иу= (1; 2), получаем «прямую» 

{(0;0), (1;2), (2;4), (3;1), (4;3)}. 

В итоге получается 30 прямых, 25 точек, 2 

5 точек на каждой прямой и 6 прямых, про- 

ходящих через каждую точку. На рис. 14.1 

показаны шесть прямых, проходящих через 

точку (0; 0). 

Рассуждая точно так же в общем случае, 

получаем р? + р прямых, р? точек, р точек 
на каждой прямой и р + 1 прямых, проходя- 

щих через каждую точку. 

  

Рис. 14.1. Шесть прямых 
14.3.2. Тот же результат можно полу- на AF(5) 

чить, используя пространство орбит соответ- 

ствующей геометрии. Пусть 2®7.С ЕВ? — целочисленная решетка на 

плоскости, а (2Фб: С) — геометрия, заданная группой преобразо- 

ваний С, изоморфной группе Z @ 2, которая действует сдвигами по 

координатам на 5: 

аэ (К): (п.п) -> (т+5Кп-+ 50. 

Пространство орбит такого действия состоит из 25 «точек». Отожде- 

ствим их с 25 точками решетки, имеющими неотрицательные коор- 

динаты, меньшие чем 5. «Прямая», проходящая через две точки это- 

го квадрата 5х 5, определяется следующим образом: построим на 

евклидовой плоскости прямую, соединяющую эти две точки, возь- 

мем все целые точки этой прямой и рассмотрим обе их координаты
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по модулю 5, получив еще три точки в квадрате; вместе с двумя 

данными точками они составляют «прямую». 

Геометрически можно представить это как накрытие тора плос- 

костью: при таком отображении точки квадратной решетки «нама- 

тываются» на 25 точек тора. 

814.4. Пример: конечная аффинная плоскость над Е(22) 

Теперь займемся построениями над полем Е (22). Определим аф- 

финную плоскость над Е(4) как множество {(х, у): хЕЁ, уЕЁ} пар 

(координат точек). Используя тот же подход, что в 814.3 (включая 

«векторное определение» прямых), попробуем построить прямую, 

проходящую через точку (0;0), с направляющим вектором {1; 1}. 

Поскольку (1; 1) + {1; 1} = (0;0), эта прямая содержит только две 

точки: (0; 0) и (1; 1). Тем самым координатный подход для Е (4) не 

работает. 2 
Тем не менее, на множестве точек Р мож- > 3 

но построить разумную аффинную геометрию 

с четырьмя точками на каждой прямой, опре- 

делив прямые иначе. В частности, прямая, про- 

ходящая через точки (0; 0), (1; 2), должна содер- 4 

жать еще две точки ((2;3) и (3; 1)), а прямая, 1 

проходящая через (0; 0) и (1; 2), содержит точ- рис. 14.2. Пять пря- 
ки (2; 3) и (3; 1). В этой геометрии существуют мых на AF(4) 

16 = 4? точек, 20= 42? + 4 прямых, 4 = 4 точек на 
каждой прямой и 5 =а +1 прямых проходят через каждую точку. На 

рис. 14.2 показаны пять прямых, проходящих через точку (0; 0). 

В результате получается геометрия, которая называется конечной 

аффинной плоскостью над полем Ё(4) и обозначается АЁ(4). Мно- 

жество АЁР(4) действительно является геометрией в смысле Клейна 

(АЁ(4):Г), если в качестве группы преобразований Г взять множе- 

ство всех биекций множества АЁ(4), переводящих прямые в прямые. 

В общем случае, т.е. при Е=Е(а), а=р", т > 1, где р простое, 

также можно построить конечную аффинную плоскость AF(q), HO 

прямое построение довольно громоздко, и мы его опустим. Одна- 

ко в 814.8 мы дадим изящную косвенную конструкцию с помощью 

конечных проективных геометрий. 

Прежде всего приведем пример конечной проективной геомет- 

рии.
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$ 14.5. Пример конечной проективной плоскости 

14.5.1. Пусть АЁ(4) — конечная аффинная плоскость при а= 2. 

Мы говорим, что две прямые на АЁ(4) параллельны, если они сов- 

падают или не имеют общих точек. Параллельность является отно- 

шением эквивалентности, поэтому все прямые делятся на классы 

эквивалентности параллельных прямых. Легко видеть, что количе- 

ство таких классов равно 5. К плоскости АЁЕ(4) добавим 5 точек 

(называемых бесконечно удаленными точками) и будем считать, что 

все они лежат на одной прямой (бесконечно удаленной прямой). По- 

лученное множество называется проективизацией аффинной плос- 

кости АЁ(4) и обозначается РЕ(4); в нем 21 точка, 21 прямая, 5 

точек на каждой прямой, через каждую точку проходят 5 прямых, 
и любые две различные прямые имеют ровно одну общую точку. 

Проективная плоскость РЕ(4) показана на рис. 14.3. 

  

  

  

          

- ---- 

Рис. 14.3. Проективизация плоскости АЁ(4) 

14.5.2. Конструкция, описанная выше для 4 = 4, в действитель- 

ности пригодна для любого а=р" с простым р. В результате получа- 

ется проективная геометрия РЕ(4); в ней 4? +4-+1 точек, qg7+q+1 

прямых, а + 1 точек на каждой прямой, через каждую точку прохо- 

AAT 4 +1 прямых, и любые две различные прямые на РЕ (и имеют 

ровно одну общую точку. 

$14.6. Аксиомы конечных аффинных плоскостей 

14.6.1. Более традиционен аксиоматический подход к конеч- 

ным геометриям. Конечная аффинная плоскость — это непустое ко- 

нечное множество Р элементов (называемых точками) с семей-
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ством L подмножеств (называемых прямыми), для которых выпол- 

нены следующие аксиомы. 

АН.1. Через каждые две различные точки проходит ровно одна 

прямая. 
АН.2. Существует ровно одна прямая, параллельная данной пря- 

мой и проходящая через данную точку. (Две прямые называются 
параллельными, если они не имеют общих точек либо совпадают.) 

АН.3. Существует невырожденный треугольник (три точки, не 

принадлежащие одной и той же прямой). 

Вторая аксиома гарантирует, что размерность множества точек 

меньше либо равна двум. Третья аксиома гарантирует, что эта раз- 

мерность больше либо равна двум. Таким образом, размерность 
множества точек равна двум, и такое множество можно рассмат- 

ривать как «плоскость». Построению двух простейших аффинных 

плоскостей (с 4 и 9 точками) посвящена задача 14.1. 

Теорема 14.6.2. (1) Для каждого числа вида а=р", где р про- 

стое, ат — положительное целое число, существует аффинная гео- 

метрия Р=АЁ(4) с 4 точками на прямой. 

(1) Геометрия Р =АЕ(4) имеет 4? точек и семейство из 4? +4 
подмножеств |, удовлетворяющее аксиомам АН.1—АН.3. 

(10) Если Г. —группа биекций множества Р, переводящих пря- 

мые (т.е. элементы множества 1.) в прямые, то (Р, Га) — геомет- 

рия в смысле Клейна, которая называется аффинной плоскостью 

Галуа порядка 4. 

Существование плоскости АЁ(4) (утверждение (1) в теореме) 

будет доказано в п. 14.8.3. Доказательство утверждений (1)—(Ш) со- 

ставляет серию задач 14.2—14.6 в 814.12. 

$ 14.7. Аксиомы конечных проективных плоскостей 

14.71. Конечная проективная плоскость — это непустое конеч- 

ное множество Р элементов (называемых точками) с семейством L 

подмножеств (называемых прямыми), для которых выполнены сле- 

дующие аксиомы. 

Рго}.1. Через пару различных точек проходит ровно одна прямая. 

Рго}.2. Существует ровно одна точка, принадлежащая данной 

паре различных прямых. 

Proj.3. Существуют четыре точки, через которые проходят 

шесть различных прямых.



8 14.7. Аксиомы конечных проективных плоскостей 193 
  

Рго].4. Существуют четыре прямые, которые проходят через 

шесть различных точек. 

На самом деле четвертая аксиома лишняя (она следует из пер- 

вых трех), мы включаем ее для симметрии. 

Простейшая конечная проективная плос- 7 

кость (которая называется плоскостью Фа- 5 

но) показана на рис. 14.4. Она имеет 7 точек, 

7 прямых, 3 точки на каждой прямой и 3 пря- 

  

      мые, проходящие через каждую точку. Четы- 2 

ре точки в центре рисунка удовлетворяют ак- 4 3 
cuome Proj.3. MooKHO NOCTPOHTb MWIOCKOCTb Pa- 6 

но исходя из аффинной плоскости с четырьмя рис 144. Плоскость 
точками, если добавить «бесконечно удален- ano 

ную прямую», как описано в п. 14.5.1. 

14.7.2. Проективная двойственность. Как и в случае веще- 

ственной проективной плоскости ВР?, для конечной проективной 

плоскости выполнен принцип двойственности: если поменять места- 

ми слова «точка» и «прямая» в формулировке любой теоремы и со- 

ответственно изменить отношения инцидентности, то получится 

новая теорема. Этот принцип следует из того, что четыре аксиомы, 
приведенные выше, распадаются на две пары, двойственные друг 

другу. Но конечная проективная плоскость, полученная из данной по 
двойственности, не обязательно ей изоморфна. Вопросы двойственно- 

сти в конечном случае довольно тонки, и мы их здесь не обсуждаем. 
Теорема 14.7.3. Пусть (Р, |) — конечная проективная плоскость. 

Тогда существует такое натуральное число п, называемое порядком 

проективной плоскости, что: 
(i) каждая прямая содержит п + 1 точек; 

(1) каждая точка содержится в п-+ 1 прямых; 

(11) количество точек равно количеству прямых и равно п*+п-+ 1. 

Замечание 14.7.4. Теорема не утверждает существование ко- 

нечных проективных плоскостей: в ней предполагается, что ко- 

нечная проективная плоскость дана, так что утверждается. лишь, 

что если существует плоскость, удовлетворяющая аксиомам Рго}].1— 

Рго].3, то количество прямых и точек на ней удовлетворяет ограни- 

чениям (0—(1). 

14.7.5. Доказательство теоремы 14.7.3. Пусть (Р, [) — конеч- 

ная проективная плоскость, [, теЕЁ, и пусть точка аЕР не лежит
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ни на [, ни на т (такая точка существует по аксиоме Рго}.3). Рас- 

смотрим отображение / множества точек прямой [ в множество 
точек прямой т, при котором каждой точке х е [ соответствует 

точка пересечения прямых ха и т. В силу аксиом Рго}.1—Рго).2 

отображение } корректно определено и биективно. Обозначим 

количество точек на прямой [ через п + 1. Тогда утверждение (1) вы- 

полнено. Теперь утверждение (1) вытекает из принципа двойствен- 

ности. Чтобы доказать (Ш), зафиксируем некоторую точку аЕР. 

Каждая прямая, проходящая через а, проходит и через п других 

точек, поэтому |Р| = п+1)п+1=п? +п-+ 1. В силу двойственности 

| =72 + п + 1, что завершает доказательство. С 

Замечания 14.7.6. 1. Можно перейти от конечной аффинной 
плоскости к проективной, добавив 4 + 1 «бесконечно удаленных 

точек» (соответствующих классам параллельных прямых) и одну 
новую прямую (состоящую из всех бесконечно удаленных точек). 

Обратно, можно перейти от проективной плоскости к аффинной, 

удалив одну прямую (со всеми ее точками). К сожалению, результат 

не определен корректно: он может зависеть от выбора прямой! 

2. Для проективных плоскостей порядка р" при т > 1 теорема 

единственности неверна (например, существует несколько неизо- 

морфных проективных плоскостей порядка 9, см. задачу 14.9). 

3. В настоящее время неизвестно, для каких значений 4 суще- 

ствуют проективные плоскости порядка 4. А именно, ответ неизве- 
стен уже для 4 = 12. Этот и другие открытые вопросы, как и связан- 

ные с ними гипотезы, кратко обсуждаются в 814.11. 

$ 14.8. Построение проективных плоскостей 

над конечными полями 

В этом параграфе мы дадим конструктивное определение ко- 

нечных проективных плоскостей на основе теории линейных про- 

странств над конечными полями, аналогичное определению веще- 

ственной проективной плоскости КР? (ср. 812.1). 

14.8.1. Основная конструкция. Рассмотрим трехмерное век- 

торное пространство У над конечным полем F = F(p™), rae p mpo- 

стое. Пусть Р — множество его одномерных подпространств, ко- 

торые мы теперь назовем точками, а | — множество его двумер- 

ных подпространств, которые мы теперь назовем прямыми; будем 

говорить, что прямая [ЕЁ проходит через точку рЕР (и чтор
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содержится в [, а [ содержит р), если имеется включение линейных 

пространств р <. 

Теорема 14.8.2. (1) Результатом вышеописанной конструкции 

является конечная проективная плоскость (Р, |1.) порядка а=р". 

(1) В качестве группы преобразований множества Р возьмем 

множество его биекций Г, переводящих прямые в прямые. Тогда 

(Р, Г) — геометрия в смысле Клейна. 

Доказательство. Все аксиомы Рго].1—Рго].4 непосредственно 

следуют из построения. Утверждение (И) составляет содержание 

задачи 14.6. [7 

Построенная таким образом геометрия называется конечным про- 

ективным пространством над полем Е(р") и обозначается РЕ(р"). 
Следствие 14.8.3. Существует конечная аффинная плоскость 

порядка а=р", где р — любое простое число, т — любое натураль- 

ное число. 

Доказательство. Чтобы построить указанную плоскость, до- 

статочно удалить одну прямую (и все ее точки) из конечной про- 

ективной плоскости порядка 4. [] 

Этот факт завершает доказательство утверждения (1) теоре- 

мы 14.3.2. 

$14.9. Теорема Дезарга 

Теорема Дезарга, которую мы доказали для вещественной про- 

ективной плоскости Е Р>, неверна для произвольной конечной про- 

ективной плоскости. Однако справедливо следующее утверждение. 

Теорема 14.9.1. Для конечных проективных плоскостей РЕ(р") = 

= (Р, [) теорема Дезарга верна, т.е. три прямые х! У, х2у2, хзУз ЕЁ 

пересекаются в одной точке в точности тогда, когда коллинеарны 

точки пересечения 31, $2, #3 ЕР пар прямых хох: и у2уз, хзх! и узУ1, 

хх и у! У> соответственно. 
Доказательство. В доказательстве мы используем модель плос- 

кости РЕ(р"), построенную в п. 14.8.1, т.е. рассматриваем точки как 

одномерные линейные подпространства векторного пространства 

над Е(р”), а прямые — как двумерные подпространства. 

Прежде всего заметим, что теорема Дезарга самодвойствен- 

на, поэтому достаточно доказать ее в одну сторону: предположив, 

что прямые А.В, А-В, А.В пересекаются в одной точке (кото- 

рую мы обозначим 5), нужно показать, что точки пересечения 

Р‚, Р., Р; коллинеарны. Если точка 5 лежит на каждой из трех пря-
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Рис. 14.5. Теорема Дезарга 

мых Р/Р., Р.Р., Р.Р, то доказательство не требуется, поэтому можно 

считать, что $ Р.Р.. 
В нашей модели точки 5, А,, В‚, Р, — на самом деле одномерные 

линейные подпространства, и мы используем те же буквы с ниж- 

ними индексами $, а, Б,, рк как обозначения ненулевых векторов, 

которые принадлежат соответствующим линейным подпростран- 

ствам (и, следовательно, однозначно задают их). 

Так как векторы $, а1,Б, принадлежат одному и тому же дву- 

мерному пространству, они линейно зависимы, и (при подходя- 

щем выборе этих векторов в их линейных пространствах) можно 

записать ВБ, =а, +5. Легко видеть, что векторы а1, ро, рз линейно 

независимы, поэтому можно положить Ь; = аа! + а>ро + азрз, где 

1, @>, аз ЕР. Рассмотрим линейный оператор ф на пространстве У, 

заданный формулами 

Y(a,)=b,, Ylp2)=P2, Ф(Фз) = р-з. 

Тогда 

ф(5) = ФФ! —а!1) = (а: — ПЬ: +а>2р> +азрз = 

= (a, —1)b, +b, —a,a, = Qs.
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Линейный оператор ф невырожден и переводит линейные подпро- 

странства в линейные подпространства той же размерности. В част- 

HOCTH, 

(А!) = В1, (Py) = Po, y(P3) = Ps, y(S) = S. 

Векторы ро, рз образуют базис на прямой Р.Р; (рассматрива- 

емой как двумерное векторное пространство), поэтому оператор 

р действует на ней тождественно. Пусть теперь Л — произвольная 

прямая, проходящая через $. Поскольку ф оставляет 5 на месте, как 

и точку пересечения прямых Л и Р.Р., получаем, что ф(Л)=Л. 

Далее, точка А. лежит на прямых 5$А. и В\Рз, и потому Y (Az) — 

точка пересечения прямых 5А. и В\Р., откуда ф(А.) = В. Анало- 

гично ф (Аз) = Вз. Таким образом, ф(А.- Аз) = В-Вз. Пусть теперь Р — 

точка пересечения прямых А.А; и Р.Р.. Тогда точка ф(Р) лежит на 

прямой В.В, но в то же время ф(Р) =Р. Поэтому Р =Р; и Р, лежит 

на прямой Р»Р;, что и требовалось доказать. O 

Замечания 14.9.2. Отметим, что это доказательство (как и до- 

казательство в п. 12.7.1) в некотором смысле «трехмерно»: заменив 

точки векторами, мы по существу добавили точку (начало коорди- 

нат в трехмерном пространстве Е(р")), лежащую вне плоскости, 

которая содержит все данные точки. 

$14.10. Алгебраические структуры на конечных 

проективных плоскостях 

До сих пор мы применяли алгебру (конечные поля) для постро- 

ения геометрических объектов (конечных аффинных и проектив- 
ных плоскостей). Теперь попробуем пойти в обратном направлении, 

т.е. выясним, что можно извлечь из геометрических аксиом конеч- 

ной проективной плоскости относительно алгебраической структу- 

ры проективной прямой. К сожалению, не оправдается естествен- 
ное оптимистическое ожидание, что аксиомы Рго}.1—Рго].4 обеспе- 

чивают наличие р" + 1 точек на каждой прямой (для некоторого 

простого р и целого положительного т) и что эти точки можно есте- 

ственным образом складывать и умножать, тем самым образовав 
поле, изоморфное Ё(р"). На самом деле ситуация сложнее, в общем 

случае из аксиом можно получить алгебраическую структуру, но 
не структуру поля: умножение некоммутативно и только с одной 

стороны дистрибутивно (см. ниже п. 14.10.3).
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14.10.1. Введение координат. Пусть (Р,[) — конечная проек- 

тивная плоскость порядка п > 2. (Это, напомним, означает, что 

(Р, Е) удовлетворяет аксиомам Рго}].1—Рго}.4, а одна из прямых (а то- 

гда и каждая) содержит п точек.) Пусть Е — множество из п элемен- 

тов; подчеркнем, что Е — множество произвольных символов, оно 

не является полем, на самом деле на нем вначале не определены 
никакие алгебраические операции. Наша цель — наделить F anre6- 

раической структурой (надеясь получить поле) и с ее помощью 

ввести координаты на конечной проективной плоскости (Р, |). 

Вначале выберем в Ё два произвольных элемента, которые обо- 

значим О и 1. Пусть © — символ, не принадлежащий Р. С учетом акси- 

OMBI Proj.3 выберем на нашей плоскости начальный четырехугольник, 

т.е. четыре точки, никакие три из которых не лежат на одной прямой. 

Обозначим эти точки через (0; 0), (0), (<), (1;1), а шесть прямых, 

проходящие через них, обозначим следующим образом: 

[0;0] := (0; 0) (0), [0] := (0;0) (<), [©] := (0) (®), 

[1] := (1; 1), [90;1]:= (;1)(0), [1;0]:= (0;0)(1; 1). 

Эти шесть прямых пересекаются в семи точках, из которых четыре 

принадлежат начальному четырехугольнику, а остальные три мы 

обозначим следующим образом: 

(1;0) := [1110;0], (0;1):= [010;1], (1) :=[][1; 0], 

где в правой части стоят точки пересечения соответствующих пря- 

мых. Например, формула (1; 0) = [1][0; 0] означает, что (0; 1) явля- 

ется точкой пересечения прямых [1] и [0; 0]. 

Если Р не содержит других точек, то п =2 и, как легко видеть, 

мы получили плоскость Фано. Читателю будет полезно взглянуть на 

рис. 14.4 и наделить ее точки координатами в соответствии с выше- 

описанной конструкцией. 

Если еще остались другие точки, то п > 2. Пусть а — произволь- 

ный элемент из Ё, отличный от 0 и 1. Для каждого такого а опреде- 

лим новые точки и прямые, положив 

[а; 0] := (0;0)(а), (;а):= 1] [а; 0], [0; a] := (0)(1; a), 

(а; а) := [0; а] [1,0], [а] := (а; а) (®), 

(а; 0) := [а][0,0], (0;a) := [0; а [9]. 

Если в Ё есть элементы Б, отличные от 0, 1, а, то положим 

(a;b) := [a][0;b], [а;Ь] := (а) (0;Ь).
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Таким образом, мы наделили координатами все точки нашей конеч- 

ной проективной плоскости, и мы знаем точки пересечения любых 

двух прямых. 

14.10.2. Сложение и умножение. Теперь можно определить сум- 

му и произведение двух произвольных элементов а, БЕ ЕЁ, положив 

(аза-+Ъ) := [а][1;5], (a;a-b) := [a][b; 0]; 

здесь используются обозначения, введенные в п. 14.10.1. Мотивиров- 

ка этого определения состоит в том, что оно согласовано со сло- 

жением и умножением, индуцированными на точках проективной 

прямой в случае конечной проективной плоскости над полем Е(р”). 

Приглашаем читателя вернуться к определению конечной проек- 
тивной плоскости над полем и проверить, что на ней можно ввести 

координаты, как описано выше, и что определенные выше опера- 
ции совпадают с теми, которые индуцированы полем Ё(р”). 

Как отмечено выше, не всегда эти операции наделяют Е структу- 

рой поля. Они удовлетворяют более слабым аксиомам, чем аксиомы 

поля, и сейчас мы дадим определение соответствующей структуры. 

14.10.3. Почти поля. Почти поле — это множество ЕЁ с двумя би- 

нарными операциями, которые называются сложением и умножени- 

ем, причем по сложению ЕЁ является абелевой группой с нейтраль- 

ным элементом 0, множество РЁ \ 0 является группой (не обязатель- 

но абелевой) по умножению и выполнен закон дистрибутивности 

справа, т.е. (а-+Б)с =ас-+ Бс. 
Если закон дистрибутивности слева не выполнен (такие при- 

меры почти полей существуют), то почти поле даже не является 
кольцом. Мы не будем описывать подобные примеры и подробно 

изучать почти поля: эти примеры сложны и довольно уродливы. 

Ограничимся тем, что сформулируем (без доказательства) две кра- 
сивые теоремы и некоторые открытые проблемы. 

Теорема 14.10.4. (1) Для каждого конечного почти поля Е мож- 

но определить проективную плоскость над Е посредством кон- 

струкции из 814.8, заменив F(p™) na F. | 

(1) Для каждой конечной проективной плоскости порядка п су- 
ществует почти поле Е (порядка п — 1) исходя из которого эта 

проективная плоскость строится, как описано в утверждении (1. 

Доказательство утверждения (1) проводится так же, как в 814.8, 

а утверждение (1) можно доказать скучной последовательностью
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геометрических конструкций, которыми проверяются многочис- 

ленные аксиомы почти полей. 

Теорема 14.10.5. Конечная проективная плоскость является про- 

ективной плоскостью над некоторым полем Ё(р") тогда и только 

тогда, когда на ней выполнена теорема Дезарга. 
Утверждение «только тогда» доказано выше (см. п. 14.8.1), а утвер- 

ждение «тогда» —это новая сложная последовательность искусст- 
венных геометрических конструкций для проверки нужных алгеб- 

раических аксиом. 

§ 14.11. Открытые проблемы и гипотезы 

Основная открытая проблема здесь следующая: для каких значе- 

ний 4 существует конечная проективная плоскость порядка 4 и для 
каких значений 4 конечная проективная плоскость порядка 4 един- 

ственна? 

Мы знаем, что существует ровно одна проективная плоскость 

каждого из порядков 2, 3, 4, 5, 7, 8 (см. задачи 14.10—14.11). Извест- 

ны Также теоретико-числовые ограничения, запрещающие суще- 

ствование проективных плоскостей некоторых порядков. 

Теорема 14.11.1 (Брак—Райзер). Пусть а сравнимо с 1 или 2 по 

модулю 4. Если существует проективная плоскость порядка 4, то 4 

можно представить как сумму квадратов двух натуральных чисел. 

Доказательство, опубликованное в статье [10], сложно, и мы его 

опустим. Эта теорема запрещает существование проективных плос- 

костей порядка 6, 14, 21, 22, 30 ит. п. 

Гипотеза 14.11.2. Порядок 4 любой конечной проективной плос- 

кости — простое число а = р или степень простого числа а=р". 
Первое натуральное число а, которое не удовлетворяет услови- 

ям этой гипотезы, равно 6, и действительно можно доказать (см. 

задачу 14.9), что не существует проективной плоскости порядка 6. 

Следующее такое число равно 10, и лишь в 199] г. было установлено 

с помощью суперкомпьютера, что для него гипотеза выполняется. 

Но уже для 4 = 12 существование проективной плоскости порядка 

4 — открытый вопрос. 
Гипотеза 14.11.3. Все проективные плоскости простого порядка 

р дезарговы. 
Существуют недезарговы проективные плоскости непростых по- 

рядков. «Наименьшая» из них имеет порядок 9 (задача 14.15).
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$ 14.12. Задачи 

14.1. Постройте аффинные геометрии с 4 точками и с9 очками. 

14.2. Пусть одна из прямых на аффинной плоскости (Р,1) из 

следствия 14.8.3 состоит из 4 точек. Докажите, что плоскость Р со- 

стоит из 47? точек. 
14.3. Пусть одна из прямых на аффинной плоскости (Р, |) из 

следствия 14.8.3 состоит из 4 точек. Докажите, что все другие пря- 

мые состоят из 4 точек. 

14.4. Пусть одна из прямых на аффинной плоскости (Р,1) из 

следствия 14.8.3 состоит из 4 точек. Докажите, что | состоит из 

47 +а прямых. 

14.5. Пусть одна из прямых на аффинной плоскости (Р, |) со- 

стоит из а точек. Докажите, что через каждую точку проходят а +1 

прямых. 

14.6. Докажите, что конечная аффинная плоскость АЁ(р”) яв- 

ляется геометрией в смысле Клейна. 

14.7. На аффинной плоскости из 9 точек постройте систему пря- 

мых, проходящих через одну точку. 

14.8. Опишите проективизацию аффинной плоскости из зада- 

чи 14.5. 

14.9% Докажите, что не существует конечной проективной плос- 

кости порядка 4 = 6. 
14.10. Докажите, что проективные плоскости порядков 2, 3, 4, 5 

единственны. 

14.11% Докажите, что проективные плоскости порядков 7 и 8 

единственны. 

14.12% Существует ли конечная аффинная плоскость порядка 

а=6? 

14.13* Найдите две неизоморфные аффинные плоскости поряд- 

ка а=9. 

14.14. Добавляя «бесконечно удаленные точки» к аффинным 

геометриям порядков 3, 4, 5, постройте соответствующие конечные 

проективные плоскости. 

14.15* Приведите пример конечной проективной плоскости, 

из которой можно получить неизоморфные аффинные плоскости, 

удаляя одну прямую. 

14.16* Постройте недезаргову проективную плоскость порядка 9.



Глава 15 

Иерархия геометрий 

Эта глава — в некотором смысле обзор всей книги: мы попро- 

буем внести некий порядок в категорию геометрий, сведя воедино 

связи между различными геометриями, рассмотренные в предыду- 

щих главах. 
Сделаем это в порядке возрастания размерности, начав с пря- 

мых (размерность единица, см. 815.1), а затем рассмотрев плоско- 

сти различных видов (размерность два, см. 815.2) и трехмерные 

пространства (815.4). (Геометрии размерностей выше трех здесь не 

рассматриваются, поскольку, по моему мнению, их надлежащее ме- 

сто — в курсе линейной алгебры.) 

В 815.3 мы даем систематическое сравнение метрической, аф- 

финной и проективной геометрий, выделяя роль расстояния, отно- 

шения отрезков (на прямой) и двойного отношения как инвариан- 

тов соответствующих групп преобразований. 
В $ 15.5 мы возвращаемся к геометриям с конечными и дискрет- 

ными группами преобразований и определяем их место в «иерар- 

хии» геометрий, описанных в этой главе. 
Содержание этой главы (и всей книги) просуммировано в 815.6 

и, очень сжато, на рис. 15.1. 

$ 15.1. Размерность единица: прямые 

В этом параграфе собраны основные очень простые факты 

о классических одномерных геометриях. С точки зрения логики 

следовало бы поместить этот тривиальный материал в самом на- 
чале книги, но мы этого не сделали, поскольку было бы крайне 

неинтересно начинать изучение геометрий таким образом. 

15.1.1. Евклидова прямая. Моделью евклидовой прямой слу- 

жит вещественная ось В с группой преобразований Isom(R), coctTo- 

ящей из параллельных сдвигов (х->х + у, уУЕ®) и отражений от- 

носительно каждой точки. Подмножество всех параллельных сдви- 

гов является подгруппой в 1зот(®) —группой движений 15от* (®)
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евклидовой прямой. Чтобы задать элемент из [зот' (В), достаточно 

указать любую точку на прямой и ее образ. 

Расстояние между двумя точками х, уЕ В, заданное формулой 

d(x, y):=|x — y|, HHBapHaHTHO относительно [5от(Ю). Для каждой 

точки х и ее образа у имеются два элемента в [5от1(®), переводя- 

щие х ву: один из них — параллельный сдвиг, а другой — отражение 

относительно середины отрезка, соединяющего х и у. 

15.1.2. Гиперболическая прямая. Моделью гиперболической 

прямой может служить интервал (—1, 1) с функцией расстояния 

1 
d(x, y):= 2 log((1, —1, x, y)), 

где (1, —1, х, , у) — двойное отношение точек 1, —1, х, у, т.е. 

_ &-Н y+ 
Ix+1| ly-1| 
    

(1, —1, xX, y) 

Среди изометрий гиперболической прямой имеются сдвиги (одно- 

мерные аналоги параллельных переносов), заданные формулой 

ху 
ху-+ 1? 

где у — вещественное число, по абсолютной величине меньшее еди- 

ницы. Композиция двух сдвигов является сдвигом, и эта операция 

имеет физическое истолкование в теории относительности (см. 89.4). 

Изометрии гиперболической прямой не исчерпываются сдви- 

гами, к ним принадлежат также симметрии относительно точки; 

подробности см. в задаче 15.1. 

T,: (-1,1) ~ (-1,1), x 

15.1.3. Окружность. Геометрия окружности 5! — одномерный 

аналог сферической геометрии. Ее группа преобразований О(2) 

состоит из поворотов (на углы О<ф <2лп) и симметрий относитель- 

но прямых, проходящих через центр окружности; О(2) содержит 

в качестве подгруппы группу всех поворотов $0(2). Чтобы задать 

элемент ге 50(2), достаточно указать единственную точку хе Ss} 

и ее образ г(х). | 

Если определить расстояние между двумя точками на окружно- 

сти естественным образом (как не превосходящий л угол между 

радиусами, проходящими через них), окружность будет наделена 

структурой метрического пространства. 

Имеется естественный морфизм между евклидовой прямой и ок- 

ружностью, а именно экспоненциальное накрытие ехр заданное пра-
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вилом К эф->еФ е$'. Это накрытие играет ключевую роль в элемен- 
тарной топологии (например, при определении степени отображений 

окружности), и его наглядное представление на рис. 16.1 (с. 213) яв- 

ляется одним из ключевых образов в математике. Морфизм ехр, 
очевидно, является локальной (но не глобальной) изометрией. 

15.1.4. Эллиптическая прямая. Эллиптическая прямая является 

одномерным аналогом эллиптической плоскости Римана. Ее моделью 

может служить окружность, на которой отождествлены диаметрально 

противоположные точки. Ее группа преобразований О(2) состоит из 

поворотов (на углы 0<ф<л) и симметрий (любая симметрия име- 

ет две неподвижные точки, через которые проходят взаимно перпен- 

дикулярные диаметры). Однако группа O(2) в действительности изо- 

морфна О(2) (поворот на угол ‹ф соответствует повороту на 2, а сим- 

метрии действуют точно так же), и легко построить изоморфизм гео- 

метрий между эллиптической прямой и окружностью. Так что эллип- 

тическая прямая — лишь иная модель геометрии окружности. 

15.1.5. Аффинная прямая. В качестве множества точек аффин- 
ной прямой АЁ можно взять вещественную ось (как и в случае ев- 

клидовой прямой), но ее группа преобразований — аффинная груп- 

па АН_Н(1) — «намного больше» группы 15от(Ю®) и на самом деле со- 

держит [5от(®) как подгруппу. Группа АЁ(1) состоит из всех преоб- 

разований вида х->ах + Ь, гдеа, БЕВ иа-2 0. 

Чтобы задать аффинное преобразование, достаточно указать 

упорядоченную пару точек и их образов (ср. задачу 15.2). 

15.1.6. Проективная прямая. Проективная прямая ВР! получа- 

ется из вещественной прямой В добавлением бесконечно удаленной 

точки ©, так что топологически это окружность. Ее группа пре- 

образований состоит из биекций множества ® Ц ®, сохраняющих 
двойное отношение любых четырех точек а, Б, с, а, т.е. 

[(a—c)/(b—c)] : [(a—d)/(b—d)] 
(определение двойного отношения в случае, когда одна из точек 

а, Ь, с, 4 есть со, см. в задаче 15.4). 

Отметим, что можно также определить ВР! как множество пря- 

мых, проходящих через начало координат плоскости ®2; его группа 

преобразований — это группа невырожденных матриц порядка 2, 

рассматриваемых с точностью до умножения столбцов на ненуле- 

вые константы.
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Эти два определения проективной прямой равносильны, т.е. зада- 

ют изоморфные геометрии; доказательству посвящена задача 15.5. 

$15.2. Размерность два: плоскости 

Здесь собраны некоторые свойства основных объектов, изучаемых 

В этой книге, — классических двумерных геометрий. При рассмотре- 
нии групп преобразований мы используем следующую (не очень стан- 

дартную) терминологию: будем говорить, что группа преобразований 

имеет две степени свободы, если каждый ее элемент определяется об- 

разами двух точек. (Отметим, что это понятие не совпадает с размер- 

ностью группы, если последняя имеет структуру группы Ли.) 

15.2.1. Евклидова плоскость. Мы обозначаем евклидову плос- 

кость через В? и считаем, что это понятие знакомо читателю (неко- 

торые его основные свойства на всякий случай перечислены в гл. О). 

Плоскость некомпактна и ориентируема. Ее группа преобразований 

вот (К?) содержит подгруппу движений 1501" (R7), имеющую две 

степени свободы в том смысле, что любое движение определяется 

образами двух точек. Основной инвариант этой геометрии — рас- 

стояние между двумя точками. 

15.2.2. Сфера. Мы обозначаем сферу через $2. Она компактна 

и ориентируема. Ее группа преобразований, обозначаемая 150т1($2) = 

= 0(3), содержит подгруппу 15от* ($2) = $0(3) изометрий, сохраня- 

ющих ориентацию; эта подгруппа имеет две степени свободы. Ос- 

новной инвариант этой геометрии — расстояние между двумя точ- 

ками. Отметим, что это расстояние не совпадает с тем, которое ин- 

дуцировано стандартным вложением сферы в евклидово простран- 

ство: это угловое расстояние (или, что то же самое, геодезическое 

расстояние). Сферическая геометрия подробно изложена в гл. 6. 

15.2.3. Гиперболическая плоскость. Мы обозначаем гипербо- 

лическую плоскость через 1.2. Она некомпактна и ориентируема. 
Ее группа преобразований, обозначаемая 15от(1.), содержит под- 

rpymny Isom* (1.2) изометрий, сохраняющих ориентацию (т.е. дви- 

жений), которая имеет две степени свободы. Основным инвариан- 

том является расстояние между двумя точками. Гиперболическая 

геометрия подробно изложена в главах 7—10. 

15.2.4. Эллиптическая плоскость. Мы обозначаем эллиптиче- 

скую плоскость через Е12. Она компактна и неориентируема. Ее
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группа преобразований, обозначаемая 1зот(Е!?), имеет две сте- 

пени свободы. Основной инвариант этой геометрии — расстояние 

между двумя точками. Несколько подробнее об эллиптической гео- 

метрии говорится в 8 6.7. 

15.2.5. Аффинная плоскость. Мы обозначаем аффинную плос- 

кость через АЁ?. Она некомпактна и ориентируема. Ее группа пре- 

образований, обозначаемая АЁ(2), содержит подгруппу АЁ" (2) аф- 

финных преобразований, сохраняющих ориентацию; эта подгруппа 

имеет три степени свободы. Основной инвариант этой геометрии — 

отношение расстояний между тремя коллинеарными точками. 

15.2.6. Проективная плоскость. Мы обозначаем проективную 

плоскость через ВР?. Она компактна и неориентируема. Ее группа 

преобразований, обозначаемая Рго}(2), имеет четыре степени сво- 

боды. Основной инвариант этой геометрии — двойное отношение 

четырех коллинеарных точек. Проективная геометрия подробно из- 

ложена в гл. 12. 

$15.3. От метрического к аффинному и проективному 

Прежде чем перейти к размерности три (в следующем парагра- 

фе), вкратце посмотрим, что происходит при переходе от двумерных 

метрических геометрий к проективной плоскости через аффинную. 

15.3.1. Метрическое. Во многих (но не всех) геометриях су- 

ществует функция расстояния (в другой терминологии — метрика). 

Это относится к евклидовой (параболической) геометрии, а также 

к гиперболической, эллиптической и сферической геометриям. Для 

таких метрических геометрий можно определить соответствую- 

щую группу преобразований (которая дает им структуру геометрии 

в смысле Клейна) как группу преобразований, сохраняющих рассто- 

яние (изометрий), с композицией в качестве групповой операции. 

15.3.2. Аффинное. Евклидова геометрия в размерности два (Е?) 

является подгеометрией аффинной планиметрии (АЕ): последняя 

получается из ®2, если оставить прежнее множество точек, но 

расширить группу преобразований. А именно, выбрав любые три 

неколлинеарные точки О, Х, У, мы тем самым зафиксируем систему 

координат. В ней аффинные преобразования имеют вид 

x’ =ax+by +k, 
15.1 

у’ = сх-+ау +1, (5.1)
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где а, Б, с, а, К, [Е К, аа —-с6 20, а (х, у), (х', у’) — координаты про- 

образа и образа в базисе ОХУ. Аффинные преобразования сохраня- 

ют или меняют ориентацию в соответствии со знаком определителя 
ad — be. 

В отличие от евклидовой геометрии, гиперболическая, эллип- 

тическая и сферическая геометрии не имеют «аффинного анало- 
га»; например, группу преобразований гиперболической плоскости 

нельзя расширить до большей группы (аналогичной аффинной), 

действующей на том же множестве точек; более точная формули- 

ровка содержится в задаче 15.6. 

15.3.3. Проективное. Проективная плоскость получается из аф- 

финной путем добавления «бесконечно удаленной прямой» и значи- 

тельного расширения группы преобразований (так что бесконечно 

удаленная прямая не выделена, она «так же хороша», как все другие 

прямые, т.е. пересекает их все и может быть переведена в любую 

другую прямую проективным преобразованием). 

Группу проективных преобразований Рго] (2) можно определить 

в терминах однородных координат или двойного отношения четы- 

рех коллинеарных точек. Группа проективных преобразований име- 

ет на одну степень свободы больше, чем аффинная группа (см. выше 
п. 15.2.6). 

Проективная геометрия содержит в качестве подгеометрий не 

только аффинную, но и евклидову, гиперболическую и эллиптиче- 

скую геометрии. Она не содержит сферическую геометрию (см. за- 

дачу 15.7). 

Содержание этого параграфа просуммировано в таблице. 

  

  

  

  

  

  

  

степени 
компактность | ориентируемость инвариант 

свободы 

В? _ + 2 расстояние 

$2 + + 2 расстояние 

L? _ + 2 расстояние 

Ell’ + — 2 расстояние 

Aff? _ + 3 отношение 

расстояний 
на прямой 

КР? _ _ 4 двойное отношение               
Свойства двумерных геометрий
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$15.4. Геометрии трехмерного пространства 

В этом кратком параграфе, как и во всей книге, мы не изуча- 

ем подробно трехмерные геометрии. Однако мы упоминали и даже 
определили трехмерную гиперболическую, эллиптическую и про- 
ективную геометрии (1.3, Е? и КР?3); мы также предполагаем, что 

читатель знаком с евклидовой стереометрией В? и, возможно, аф- 

финной стереометрией АЁ®. 

Цель этого краткого параграфа лишь в том, чтобы показать со- 

отношение между пятью трехмерными геометриями и связать трех- 

мерную проективную геометрию с двумерной сферической, кото- 

рая (как отмечено выше) не является подгеометрией проективной 

планиметрии, в отличие от двумерных эллиптической, гиперболи- 

ческой и параболической (евклидовой) геометрий. 

Соотношение между пятью рассматриваемыми трехмерными 

геометриями такое же, как между их двумерными аналогами, а имен- 

но: евклидова стереометрия является подгеометрией аффинной сте- 

реометрии, та в свою очередь — подгеометрия проективной стерео- 
метрии; далее, эллиптическая стереометрия — подгеометрия проек- 

тивной стереометрии; и, наконец, гиперболическая стереометрия 

также является подгеометрией проективной стереометрии. 

При этом двумерная сфера лежит в евклидовом трехмерном 

пространстве и, разумеется, $5? является подгеометрией геомет- 

рии ®В3, т.е. она является подмножеством пространства ЕЗ, а ee 
группа преобразований О(3) является подгруппой группы 15ота(®?3). 

По транзитивности 5? является подгеометрией в КР?. 

$15.5. Конечные и дискретные геометрии 

В этом очень коротком параграфе мы лишь перечислим конеч- 

ные и дискретные геометрии, появляющиеся в первой половине 

этой книги, и укажем их взаимоотношение. 

Оба вида дискретных геометрий, изучаемые в главах 4 и 5, 

а именно геометрии правильных замощений (фёдоровские гео- 

метрии) и геометрии отражений (геометрии Кокстера), являются 

дискретными подгеометриями евклидовой плоскости В?. Конечные 
геометрии из гл.3, т.е. геометрии правильных многогранников 

(платоновых тел), являются подгеометриями геометрии ($2, О(3)); 

в свою очередь, они содержат простейшие геометрии, рассмотрен- 

ные в гЛ. 1. Другая серия дискретных геометрий — подгеометрии ги-
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перболической геометрии, кратко упомянутые в гл.7. В некотором 

смысле это геометрии типа Фёдорова и Кокстера, в их основе — 

правильные многоугольники, заполняющие гиперболическую плос- 

кость. В действительности существует много других дискретных 

подгеометрий на гиперболической плоскости, но в этой книге мы 

их не рассматриваем. Другой класс конечных геометрий состав- 

ляют замощения сферы треугольниками Кокстера (см. 86.6); они 

являются подгеометриями двумерной сферической геометрии. 

Отметим, что мы не рассматриваем в этой главе конечные гео- 

метрии из гл.14, поскольку они сюда «не вписываются» — они не 

являются подгеометриями проективной геометрии. 

$15.6. Иерархия геометрий 

15.6.1. Иерархическое дерево геометрий. Этот параграф — по 

существу комментарий к рис. 15.1. На этом рисунке все геометрии, 

рассмотренные в этой книге (за исключением конечных геометрий 

из гл. 14), помещены на пять уровней; эти уровни, если двигаться 

снизу вверх, — проективное, аффинное, метрическое, дискретное, 

конечное. Все геометрии присутствуют на соответствующих уров- 

нях; они соединены стрелками, обозначающими инъективные мор- 

физмы. Исключение составляет стрелка, соединяющая $? с ВР?, 

которая обозначает двулистное накрытие проективной плоскости 

сферой. Если, не учитывая эту стрелку, рассматривать геометрии 
как вершины, а стрелки как ребра, то мы получим направленный 

граф; он представляет собой дерево с корнем: если начать с любой 

вершины (геометрии), то стрелки приведут к корню КР3. Это озна- 

чает, что все геометрии, рассмотренные нами (кроме геометрий из 

гл. 14), являются подгеометриями (определение подгеометрии см. 

п. 1.4.5) трехмерной проективной геометрии КР?. 

Этим обосновывается знаменитое высказывание Кэли: «Про- 

ективная геометрия — это вся геометрия». Более аккуратно, но не 
столь ярко можно было бы сказать: «Большинство геометрий — 

части проективной геометрии». 

15.6.2. Давайте взберемся на это «иерархическое дерево гео- 

метрий». Самое интересное восхождение начинается с вершины 

КР? (еще на проективном уровне); затем мы должны выбрать один 

из трех главных маршрутов: через аффинную планиметрию на ев- 

клидову плоскость (со всеми ее красивыми дискретными и конеч-
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Рис. 15.1. Иерархическое дерево геометрий 

ными подгеометриями) или, пропуская аффинный уровень, прямо 

на эллиптическую или гиперболическую плоскость, причем послед- 

няя тоже богата дискретными геометриями. (Эти дискретные гео- 
метрии, часто называемые фуксовыми, упоминались в гЛ.7 и зада- 

чах к ней, но не изучались систематически в нашей книге.) 

Если начать от корня ВРЗ, то можно выбрать маршрут, ведущий 

к сферической геометрии и в конечном счете к ее конечным подгео- 

метриям Кокстера, либо совершить восхождение на уровень конеч- 

ных геометрий, достигнув платоновых геометрий, которые, в свою 

очередь, содержат простейшие геометрии, — и тем самым вернуться 
к гл. 1. В каком из этих восхождений больше красоты — дело вкуса. 

$ 15.7. Задачи 

15.1. Выведите формулу для образа 5.(х) произвольной точ- 

ки хЕе (0; 1) на гиперболической прямой при симметрии относи- 

тельно точки ае (0; 1).
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15.2. Выразите параметры а и Ь аффинного преобразования ви- 

да х->ах + Ь через координаты двух точек ху, х› и их образов yy, Yo. 

15.3. Выразите параметры а, Ь, с, а, К,[ аффинного преобразо- 

вания (15.1) через координаты трех точек и их образов. 

15.4. Определите двойное отношение четырех точек на проек- 

тивной прямой, когда одна из точек — бесконечно удаленная. 

15.5. Покажите, что существует биекция между множествами 

точек в двух определениях проективной прямой, данных в п. 15.1.6, 

и что соответствующие группы преобразований изоморфны; дока- 

жите, что оба определения приводят к изоморфным геометриям. 

15.6. Покажите, что невозможны такое расширение группы пре- 

образований гиперболической геометрии и такое определение век- 

тора, которые бы превратили множество векторов в векторное про- 

странство над К. 

15.7. Докажите, что двумерная сферическая геометрия не явля- 

ется подгеометрией двумерной проективной геометрии.



Глава 16 

Морфизмы геометрий 

В этой главе мы опишем конкретные примеры и некоторые 
классы морфизмов геометрий. Это частные случаи отображений, 

обычно изучаемых в курсах алгебраической топологии или теории 

групп Ли, а именно накрытия, векторные расслоения и главные 

С-расслоения. Формальные определения рассматриваемых част- 

ных случаев (которые мы называем «геометрическими») наделя- 

ют морфизмы «дополнительной структурой» по сравнению с их 

определениями из курса топологии — но, удивительным образом, 

практически все примеры, рассматриваемые топологами, в дей- 

ствительности обладают этой структурой (хотя топологи обычно не 

учитывают ее). 

Первые четыре параграфа содержат конкретные примеры геомет- 

рических морфизмов четырех типов, перечисленных выше. Эти при- 
меры включают такие красивые конструкции, как расслоение Хопфа, 

грассманиан, расслоение Штифеля над грассманианом и универсаль- 

ное С-расслоение Милнора. Их описание вполне элементарно (хотя 

в некоторых примерах требуется немного линейной алгебры и про- 

стейшей топологии), однако формальные общие определения тре- 
буют не только элементарных сведений, достаточных для предыду- 

щих глав этой книги. Так, в 816.3 (о группах Ли) требуется понятие 
гладкого многообразия и хорошее понимание основ линейной ал- 

гебры и основ топологии. 

Остальные параграфы содержат основные определения и немно- 

го теории, включая две теоремы универсальности о геометрических 

векторных расслоениях и геометрических главных С-расслоениях, 

которые дают эффективные способы построения всех геометриче- 

ских векторных расслоений и всех геометрических главных рассло- 

ений над данной базой. Как и в 816.3, здесь требуется неэлемен- 

тарная математика, но не используются стандартные инструменты 

алгебраической топологии (фундаментальная группа, группы гомо- 

топий и гомологий); главными инструментами служат группы пре- 

образований для геометрий прообраза и образа.
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816.1. Примеры геометрических накрывающих пространств 

16.1.1. Накрытие эллиптической плоскости сферой. Имеется 

очевидный морфизм геометрии сферы ($? : $0(3)) на эллиптиче- 

скую плоскость Ell? (cm. §6.7), который получается отождествлени- 

ем противоположных точек сферы. Иначе говоря, мы рассматри- 
ваем подгруппу 22 < $О0(3), действующую на сфере симметриями 

относительно центра сферы, и профакторизуем $? по двухточечным 

орбитам этого действия. Таким путем мы получим морфизм гео- 
метрий $7 -› Е], при котором прообраз любой точки реЕЕИ? (его 

называют слоем) состоит из двух точек. 

16.1.2. Экспоненциальное отображение. Экспоненциальная 

функция х -> е^, известная читателю из курса анализа, на самом 

деле есть морфизм геометрий, а именно морфизм ехр: В -> $! вида 

pr еФ, где окружность $! понимается как геометрия множества 

унимодулярных комплексных чисел (действующего на себя умноже- 

нием), т.е. 

$1 = {2 ЕС: |5| = 1}, 

а К — геометрия множества вещественных чисел (действующего на 

себя сложением). 

Классическая картина экспоненциального отображения (обыч- 

но присутствующая в учебниках элементарной топологии) показа- 

на на рис. 16.1. 
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Рис. 16.1. Экспоненциальное отображение
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Отметим, что прообраз любой точки фе В, который называет- 

ся слоем морфизма ехр, находится во взаимно однозначном соот- 

ветствии с множеством целых чисел: в частности, прообразом точ- 

ки 1еЕЗ! является подгруппа 2, с В. Каждый слой также является гео- 

метрией (с группой преобразований 2, действующей сложением). 

16.1.3. «Накручивающее» отображение из : ф-+е"%. Это мор- 
физм геометрий $' -›$!, слоем которого является 7, — множество 
всех целых чисел по модулю п с естественным действием на себя 
сложением. 

16.1.4. Частичная упорядоченность накручивающих отоб- 

ражений на окружности. Будем говорить, что морфизм и’, выше, 

чем морфизм ии, а и’, ниже, чем и’, (обозначение: и’, > ии), если 

существует морфизм геометрий у: $1 -›$1, для которого уои„ =, 

(здесь запись 7 о и’ означает, что сначала выполняется и’, а по- 

том 7). Например, их > из, так как если взять у := и, то, очевидно, 
уси’. = ик. Ясно, что > — отношение частичного порядка на мно- 

жестве сюръективных морфизмов на окружность (не только для 

случая чисел вращения {и/.: п=1,2,3,...}). 

Существует интересная взаимосвязь между отношением > мор- 

физмов и’, и свойствами делимости чисел п; см. задачу 16.1. 

16.1.5. Экспоненциальное отображение как самое высокое 

накрытие окружности. Экспоненциальное отображение универ- 

сально среди морфизмов и” в том смысле, что оно выше любого 

другого и’. Иначе говоря, для каждого морфизма и’. : $1 -> $! су- 
ществует такой морфизм у: В ->$!, что w, oy =exp. Доказательство 

содержится в задаче 16.2. 

16.1.6. Плоский тор. Плоский тор — это единичный квадрат 

{(х, у): 0<х<1 0<у< 1} С В-, 

у которого отождествлены противоположные стороны ((х, 0) ^> (х, 1) 

и (у, 0) - (у, 1)). На нем вводится естественная метрика (например, 

расстояние между точками (1/2;1-—=) и (1/2; ), где = < 1/4, рав- 

но 2=). Эта метрика (см. задачу 16.6) порождает соответствующую 

группу изометрий, которая определяет структуру этой геометрии — 

плоского тора. Геометрия плоского тора резко отличается от гео- 

метрии тора, вложенного в ®З обычным образом, т.е. от тора за-
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данного уравнением 

(/х2+у2-2)*+22 = 1. 

Метрика вложенного таким образом тора (заданная геодезически- 

ми) отличается от метрики плоского тора, так что два тора имеют 

разные группы изометрий и, значит, отличаются как геометрии. 

Замечание 16.1.7. На самом деле ни одна из этих геометрий на 

торе не является «внутренней». Настоящую геометрию тора задает 

стандартное вложение тора в комплексное пространство С2, т.е. 

C23 T= {(ne™, ne’) € C?: 7, = 1, m= 1}. 

16.1.8. Универсальное накрытие плоского тора. Существует 

естественный морфизм плоскости В? на плоский тор Т*, , заданный 
правилом 

В? 5 (х, у) => (хто4 1, ymod 1) € T?,. 

Топологи называют его универсальным накрытием тора. Очевидно, 

что этот морфизм — локальная изометрия. Его слой (т.е. прообраз 

точки тора) — это решетка 2, Ф 2. Алгебраист описал бы этот морфизм 

как факторизацию группы ® Ф В по ее (нормальной) подгруппе 2 2. 

16.1.9. Накрытие тора цилиндром. Существует очевидный мор- 

физм плоского цилиндра В х $! на плоский тор Te со слоем 2. По- 

дробности предоставляются читателю (см. задачу 16.7). 

16.1.10. Накрытие плоского тора самим собой. Есть много 

геометрических морфизмов плоского тора на себя. Их исследование 

предоставляется читателю (см. задачу 16.8). 

$16.2. Примеры геометрических С-расслоений 

Начнем этот параграф с описания известного расслоения Хопфа, 
а затем рассмотрим некоторые другие (самые несложные) морфиз- 

мы геометрий на двумерную сферу $2 (рассматриваемую как гео- 

метрия с группой вращений $0(3), действующей на сфере), слоем 
которых (т.е. прообразом точки) является окружность. Затем рас- 

смотрим дальнейшие примеры морфизмов, где главными действу- 

ющими лицами являются так называемые «классические группы». 

16.2.1. Расслоение Хопфа. Это одна из самых замысловато-кра- 

сивых геометрических конструкций; она имеет очень простое ана-
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литическое описание. Рассмотрим сферу $3 как подмножество дву- 

мерного комплексного пространства С?, заданное формулой 

{ (21, 52) Е С?: |812 + |852 =1}. 

Тем самым мы задаем геометрию ($3 :$0(4)). 

Группа $! = {е } действует на $* умножением координат 

(21, 32) => (е 21, е22). 

Факторизация сферы $3 по этому действию дает комплексную про- 

ективную прямую СР, что является другим названием сферы $7 

(см. задачу 16.3). 

Мы получили сюръективное отображение В: $3 -› 52, слой которо- 
го (т.е. прообраз любой точки сферы $2) — семейство окружностей 8'. 

Набор орбит действия $! на трехмерной сфере $3 — семейство окруж- 
ностей, параметризованные точками двумерной сферы и заполняю- 

щие $3. Каждая пара таких окружностей зацеплена как соседние зве- 

нья цепи. На рис. 16.2 мы попытались показать, как это выглядит. 

    
Рис. 16.2. Расслоение Хопфа
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На рисунке сфера $3 изображена как евклидово пространство 

с добавленной «бесконечно удаленной точкой» (она присутствует 

на «обоих концах» вертикальной оси в пространстве 3, превращая 

эту ось в одну из окружностей-орбит). На рисунке показаны еще 

две зацепленные окружности-орбиты; они лежат на затушеванном 

торе; другие кривые на рисунке представляют сечения других кон- 

центрических торов вертикальной плоскостью рисунка. 

Чтобы наглядно представить себе расслоение Хопфа, читатель 

может обратиться к домашней странице Этьена Жиса (Ецеппе СБуз) 

и его «Оитеп$10о1$» — серии прекрасных анимаций (две из них пока- 

зывают расслоение Хопфа в движении). 

16.2.2. Естественный морфизм 52 х $1 -+» $2. Декартово про- 
изведение $7? х 5!обладает естественной геометрической структу- 

рой (см. задачу 16.4), при этом проекция на первый сомножитель 
ри: (5, р) => 5 является морфизмом геометрий со слоем $'. 

16.2.3. Нетривиальный морфизм на 52 со слоем $1. Рассмот- 
рим декартово произведение S? x [0; 1]. Пусть а — инволюция сфе- 

ры $2, полученная отражением от экваториальной плоскости. Отож- 

дествим точки (5; 0) и (а($); 1) при каждом $. Полученное простран- 

ство является трехмерным многообразием, которое можно наде- 
лить структурой геометрии (см. задачу 16.5). Эту геометрию можно 

отобразить на двумерную сферу по формуле 

S* x [0;1) 3 (s;t) bs ES’, 

и это отображение будет морфизмом геометрий со слоем $'. В кур- 

сах топологии морфизм из п. 16.2.2 называют тривиальным $'-рас- 

слоением (он является проектированием параллельно множителю 

$! декартова произведения $2 х $! на $72), а морфизм из данного 

пункта — нетривиальным расслоением. 

316.3. Группы Ли 

Этот параграф не является введением в (очень богатую) тео- 

рию групп Ли. Он лишь содержит основные определения и несколь- 
ко примеров, которые используются в дальнейшем. Чтобы понять 

этот параграф, читатель должен знать кое-что из линейной алгеб- 

ры и быть знакомым с понятиями гладкого многообразия, гладкого 

отображения и диффеоморфизма.
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16.3.1. Основные определения. Группа Ли — это гладкое мно- 

гообразие С, которое является также группой, причем отображения 

GxG—-GuG-—G вида (8, 1) > Пи з+>е ' гладкие. Другими 
словами, это геометрия группы С, которая состоит из точек гладко- 

го многообразия и действует гладко на себе умножениями справа. 

Таким образом, группы Ли — это геометрии, а их морфизмы — это, 

по определению, морфизмы соответствующих геометрий. 

Пусть Е и В— группы Ли, р: Е > В— сюръективный морфизм, 

В, с В — подгруппа Ли; тогда ограничение морфизма р на В\ (обо- 

значение: р|в,), определяется естественным образом. Более общим 

образом, если }: А —> В — морфизм групп Ли, то обратный образ 

для р, определяется так: 

E, := {(a,e) €AXE: f(a)=ple)} u f*p((a,e)) := f(a); 

В этой ситуации существует канонический морфизм Е, —>Е, задан- 

ный формулами ф (а) = } (а), Ф((а, е)) =е. 
На самом деле определение обратного образа можно дать в го- 

раздо большей общности, чем для случая групп Ли. А именно, если 

р: Е > В — сюръективное отображение, а }: А -› В — произвольное 

отображение, то обратный образ }*р определяется в точности так 

же, как выше. 

16.3.2. Примеры групп Ли. 1. Простейшими примерами групп 

Ли служат группы В, С, В", С”, действующие на себе сложением. 
2. Классические группы ОС1.(п) (невырожденные линейные пре- 

образования пространства В"), О(п) и $О(п) (ортогональные и, со- 

ответственно, сохраняющие ориентацию ортогональные преобра- 

зования пространства В"), Ч(п) (эрмитовы преобразования про- 
странства С"), известные из линейной алгебры, обладают очевид- 

ной структурой групп Ли. 

3. Такие известные группы из различных областей математики, 

как группа $1,(п) и группа верхних треугольных матриц, имеют оче- 

видную структуру групп Ли. 

$16.4. Примеры геометрических векторных расслоений 

Грассманианы (или грассмановы многообразия) С’ —это гео- 

метрии, которые являются естественным обобщением проектив- 

ных пространств: их точки — это К-мерные подпространства в В", 
причем в случае К =1 получается пространство RP"~!. Для этих
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геометрий существует красивая теория (включающая такие изящ- 
ные объекты, как координаты Плюккера, клетки Шуберта и т.д.). 

Однако здесь мы не будем углубляться в эту теорию: наша цель — 

описать некоторые морфизмы геометрий, в которых грассманианы 
играют ключевую роль. 

16.4.1. Определение многообразий Грассмана и Штифеля. 

Многообразие Грассмана С. есть множество, точками которого явля- 

ются всевозможные К-мерные линейные подпространства Г, в п-мер- 

ном векторном пространстве над К. Это множество имеет есте- 

ственную структуру топологического пространства, гладкого мно- 

гообразия, а также геометрическую структуру (определение послед- 

ней см. в задаче 16.9). 

Многообразие Штифеля \„ есть множество, точки которого — 

К-мерные ортонормированные реперы в евклидовом пространстве 

В”. Это множество имеет естественную структуру топологическо- 

го пространства, гладкого многообразия, а также геометрическую 

структуру (определение последней см. в задаче 16.10). 

16.4.2. Некоторые важные морфизмы. 1. Каноническое рас- 

слоение Грассмана у’: Ех —+* Су, где С, — многообразие Грассмана, 

Et := {(L,r) €G? x R™:r EL}, 

а у’ —естественная проекция (Ё, г) -> Г, является морфизмом гео- 
метрий, если Е‚’ наделено естественной геометрической структу- 

рой (см. задачу 16.11). Его слой (уг) (точка) является К-мерным 

векторным пространством над Ю. 

2. Имеются очевидные включения G7 CG! wu E™ CE”, xo- 
торые позволяют определить С, , Е, 7, : Е; ->С,. ‚ переходя к ин- 

дуктивному пределу. Отображение у’, , полученное таким образом, 

является морфизмом геометрий, который мы будем называть беско- 

нечным каноническим расслоением Грассмана. 
3. Морфизмом геометрий является и расслоение Штифеля над 

грассманианом ©’: УГ -+ в, который каждому реперу в У," сопо- 
ставляет натянутое на него линейное подпространство. 

16.4.3. Универсальность канонического грассманиана. Для 

некоторого класса геометрических морфизмов со слоем В“ (мы 

здесь его не конкретизируем, см. [4, т.2]) бесконечное канониче- 

ское расслоение Грассмана обладает следующим замечательным
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свойством универсальности: для любого морфизма ЁК: Е -> В из 

этого класса существует такой морфизм геометрий р: В —>С,, 

что морфизм — обратный образ р”у. изоморфен ЕК. 

Таким образом, бесконечное каноническое расслоение Грассма- 
на содержит, так сказать, всю информацию, нужную для построения 

всех морфизмов из обширного класса геометрических морфизмов 

со слоем В^. Отметим, что обратный образ строится эффективно, 

поэтому вышеприведенная теорема дает эффективный метод для 

построения новых морфизмов геометрий. 

$ 16.5. Геометрические С-расслоения 

В топологии С-расслоение — это отображение факторизации то- 

пологического пространства, на котором действует справа тополо- 
гическая группа С, на пространство орбит этого действия. Здесь мы 

изучим частный случай понятия С-расслоения, когда вместо топо- 

логических пространств рассматриваются геометрии, а вместо то- 

пологических групп — группы Ли. 

16.5.1. Основные определения. Пусть (Е : Г) — геометрия, Г — 

группа Ли, С — подгруппа в Г; под геометрическим @(-расслоением 

р: Е >В мы понимаем проекцию пространства Ё на пространство 
орбит В =Е/С действия группы С на Е. 

Морфизм (ф, Ф) геометрических С-расслоений р;: Е; >В; 1=1, 2, 

определяется как коммутативная диаграмма 

Е! — Е, 

| 
B, —~ > Bo, 

где фиФ — морфизмы геометрий. Морфизм геометрических С-рас- 

слоений является изоморфизмом, если ф и Ф— изоморфизмы гео- 

метрий. 

Геометрическое @-расслоение р: Е -> В называется главным, если 

каждая орбита изоморфна С; другими словами, слой расслоения р 

есть (. 

16.5.2. Примеры. 1. Отождествление противоположных точек 

на п-мерной сфере является главным 72>-расслоением над ВР*.
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2. Расслоение Хопфа (см. п.16.2.1) является главным $'-расслое- 

нием. 

3. Естественная проекция многообразия Штифеля \/' на много- 
образие Грассмана С’, (см. п.16.4.2 (3)) является главным О(К)-рас- 

слоением. 

4. Каноническое расслоение Грассмана 7’, : Е’ > Су, является гео- 

метрическим СТ(К)-расслоением, но не главным. Его слой есть ВХ. 

816.6. Конструкция Милнора 

Конструкция Милнора связывает с каждой группой Ли С (на са- 

мом деле — с каждой топологической группой) геометрический мор- 

физм сос, позволяющий классифицировать все геометрические (-рас- 

слоения над данной геометрией В. Конструкция основана на поня- 

тии джойна (см., например, [4, т.1]). Джойн двух топологических 

пространств Х и У, обозначающийся Х *У, — это факторпростран- 

ство пространства Хх [0, 1] хУ по отношению эквивалентности 

(x,0,y)~ (x,y), (х,1Уу) >С, ЪУ)). 

Например, [0, 1] * [0, 1] —это трехмерный симплекс, а $1 + S'— 

трехмерная сфера. Последний пример — это красивый геометриче- 

ский факт, который должен быть понятен каждому математику, как 

и (связанный сним) факт, что трехмерную сферу можно склеить из 

двух «сцепленных полных торов». 

16.6.1. Конструкция. Пусть С — группа Ли, а 

Ес(п) := СжСж...жС (п множителей) 

— п-кратный джойн группы С с собой. Очевидно, 

С С Ес(2) с Ес(3) С... С Ест) С... С Еб, 

где Ес — индуктивный предел объектов Ес(п) при п->®. 

Рассмотрим действие группы С на Ес правыми сдвигами. Соот- 

ветствующее расслоение 

с: Ес > Вс — Ес/С 

называется универсальным геометрическим С-расслоением, а его ба- 

за — классифицирующим пространством группы Ли С. Аналогично 
определяется расслоение ©; : Ес; —> Вс, которое кратко называется 

п-универсальным С-расслоением, а его база называется п-классифи- 
цирующшим пространством группы С (в не столь кратком виде — 

классифицирующим пространством для размерностей не выше п).
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16.6.2. Примеры. 1. Классифицирующее пространство группы 

$1 есть СР®, а соответствующее универсальное расслоение имеет вид 

Wg . Ебл — $7 —_ CP”; 

К-классифицирующее пространство группы $1 есть СР\, u Ex, =S***1, 
2. Классифицирующее пространство группы 25 есть КР”, при 

этом Е’, =$3”; К-классифицирующее пространство группы 2» есть 

RP*, u Ex, =S*. 

16.6.3. Свойство универсальности. Для некоторого класса гео- 

метрических главных С-расслоений (мы здесь его не конкрети- 

зируем, см. [4, т.2]) универсальное геометрическое С-расслоение 

обладает следующим замечательным свойством универсальности: 

для любого геометрического главного С-расслоения &с: Е -> В это- 

го класса существует такой морфизм геометрий р: В-+(,, что 

обратный образ р”у;. изоморфен &с- 
Таким образом, универсальное геометрическое С-расслоение 

содержит, так сказать, всю информацию, нужную для построения 
всех С-расслоений из обширного класса геометрических главных 

С-расслоений. Поскольку обратный образ строится эффективно, вы- 

шеприведенная теорема дает эффективный метод для построения 

новых примеров геометрических главных С-расслоений. 

$ 16.7. Задачи 

16.1. Даны два отображения и/, и и/ (см. п.16.1.3). Найдите са- 

мое нижнее отображение и/,, которое выше, чем каждое из них. 
16.2. Докажите свойство универсальности экспоненциального 

отображения, т.е. покажите, что оно выше, чем любое другое отоб- 

ражение и„, (см. п. 16.1.5). 

16.3. Докажите, что комплексная проективная прямая СР! как 

геометрия изоморфна сфере $7. 
16.4. Укажите группу преобразований, которая наделяет декар- 

тово произведение $! х $? его естественной геометрической струк- 

турой. 

16.5. Укажите группу преобразований, которая наделяет много- 

образие, построенное в п.16.2.3, его естественной геометрической 

структурой. 

16.6. Дайте точное определение метрики плоского тора.
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16.7. Определите геометрию бесконечного плоского цилиндра 

$1 х В. Покажите, что существует несчетное множество различных 

геометрических морфизмов со слоем 2 плоского цилиндра на плос- 

кий тор. Сколько существует неизоморфных морфизмов такого рода? 
16.8* Покажите, что накрытие плоского тора плоскостью обла- 

дает свойством универсальности аналогично экспоненциальному 

отображению. 

16.9. На многообразии Грассмана С, введите структуры тополо- 

гического пространства, гладкого многообразия и геометрии. 

16.10. На многообразии Штифеля \/" введите структуры топо- 

логического пространства, гладкого многообразия и геометрии. 

16.11. Введите естественную геометрическую структуру на мно- 

жестве EY (cm. 11. 16.4.2). 

16.12* Опишите такое отображение f: S'> CP”, uro f* wei ecTb 

отображение w,.



Дополнение А 

Извлечения из «Начал» Евклида 

В этом дополнении мы приведем некоторые извлечения из кни- 
ru [| «Начал» Евклида, посвященной планиметрии (рус. пер. [5]), 

снабдив их комментариями. По ощущению автора, комментарии 

абсолютно необходимы, так как многие высказывания в «Началах» 

звучат очень странно для современного читателя, чье восприятие 

задано, чтобы не сказать искажено, современным изложением ма- 

тематики. На самом деле, как мы увидим, словоупотребления Ев- 
клида вполне естественны, если только понимать, как древние гре- 

ки трактовали геометрию. 

Во-первых, вспомним, что корень «гео» означает Землю, корень 

«метр» означает измерение, так что планиметрия Евклида — это аб- 

страктный вариант, мы бы сказали модель, деятельности землемера, 

работающего не с реальным ландшафтом, а с куском бумаги (точнее, 

папируса). Во-вторых, современники Евклида не различали, как мы, 

геометрию и физику; на самом деле в то время не существовала нау- 
ка, которая называется физикой, и планиметрия служила двумерной 

физической моделью нашей Вселенной. А книги Х!--ХШ «Начал», по- 

священные стереометрии, были для древних греков не чем иным, 

как теорией их (трехмерного) физического пространства. 

Постулаты книги | 

Постулаты Евклида (мы бы назвали их аксиомами) — это не аб- 

страктные утверждения о точках, прямых и окружностях, они просто 

указывают (за исключением постулата 1), какие построения может 

сделать геометр (т.е. землемер) на своем папирусе. Евклид пишет: 

Допустим: 1. Что от всякой точки до всякой точки (можно) 

провести прямую линию. 

НП. И что ограниченную прямую (можно) непрерывно продол- 

жать по прямой. 

Ш. И что из всякого центра и всяким раствором (может быть) 

описан круг. 

ГУ. И что все прямые углы равны между собой.



Дополнение А. Извлечения из «Начал» Евклида 225 
  

У. И если прямая, падающая на две прямые, образует внутрен- 

ние и по одну сторону углы, меньшие двух прямых, то продолженные 

эти две прямые неограниченно встретятся с той стороны, где углы 

меньшие двух прямых. 
Разумеется, наш землемер не может начертить бесконечную пря- 

мую, и выражение «прямая» в постулатах 1, П, У означает в нашей тер- 

минологии «отрезок прямой», а именно это делает постулат П необ- 

ходимым. (Отметим, что этот постулат невозможно превратить в со- 

держательное утверждение в современной терминологии.) 

Отметим далее, что в постулатах Г, П, Ш не содержится никаких 

утверждений о единственности. Это вполне естественно, поскольку 

все три постулата являются предписаниями о допустимых, коррект- 

но определенных действиях землемера, так что для современников 
Евклида само собой подразумевалось, что существует только один 

способ выполнить эти действия. 

Постулат Ш выглядит для нас излишним, мы бы просто определи- 

ли окружность как геометрическое место точек, лежащих на данном 

расстоянии (радиусе) от данной точки (центра окружности). Но для 

древних греков это было содержательное утверждение о том, что на- 
чертить окружность — операция допустимая и корректно определен- 

ная. Нужно также помнить, что для древних греков окружность, как 

и прямая, — не множество точек, а некая геометрическая сущность. 

Постулат ПУ отличается от остальных четырех в том отношении, 

что это не руководство к действию, а наблюдение. В нем употребле- 

НО СЛОВО «равны». Что оно означает? Следует ли понимать его как 

«конгруэнтны»? Ниже мы вернемся к этому вопросу. 
И наконец, некоторые комментарии к пятому постулату (кото- 

рый однажды был назван «самым важным утверждением в истории 

науки»). Более удачная с современной точки зрения формулиров- 

ка этой аксиомы, а именно: через данную точку проходит одна 

и только одна прямая, параллельная данной, для Евклида абсолют- 

но неприемлема. В самом деле, она использует понятие бесконеч- 

ной прямой (которую геометр не может начертить) и является по 

существу отрицательным утверждением, согласно которому не су- 
ществует общей точки у двух определенных (бесконечных!) пря- 

мых линий. Напротив, вариант Евклида очень конструктивен: он 

утверждает, что если геометр выполняет определенные действия, то 

он получит точку пересечения двух прямых, и даже характеризует 

местонахождение этой точки.
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Общие понятия 

Для нас «общие понятия» Евклида выглядят как аксиомы, уточ- 
няющие значение слова «равны», но что имел в виду Евклид? Вот 

что он говорит: 
1. Равные одному и тому же равны и между собой. 
2. И если к равным прибавляются равные, то и целые будут 

равны. 

3. И если от равных отнимаются равные, то остатки будут 

равны. 

4. И совмешающиеся друг с другом равны между собой. 

5. И целое больше части. 
С современной точки зрения первое и четвертое общие понятия 

выражают транзитивность и рефлексивность отношения равенства, 

так что (если добавить симметрию, без сомнения молчаливо под- 

разумеваемую древними греками) получается определение отноше- 

ния эквивалентности в теоретико-множественном смысле. 

Но что это за объекты, которые присутствуют (явно и неявно) 

во всех вышеприведенных утверждениях? Это геометрические сущ- 
ности или числа (например, длины отрезков), как подсказывают 

второе и третье утверждения? На самом деле и то и другое: надо 

помнить, что у древних греков не было теории вещественных чисел, 

отрезки (и их длины) были вещественными числами. Поэтому когда 

Пифагор открыл иррациональность числа \2, этот факт был сфор- 

мулирован как несоизмеримость двух отрезков: диагонали и сторо- 

ны единичного квадрата. Но рассматриваемые объекты могут быть 

не только отрезками прямой, но и углами (их мерой), площадями 
фигур и т. д. 

Наконец, что означает слово «равны»? Конгруэнтны? Что значит 

слово «больше» в последнем общем понятии? Это трудные вопросы, 

но надо иметь в виду, что Евклид нигде не упоминает о преобра- 
зованиях плоскости, в книге [ нет параллельных переносов, пово- 

ротов, наложений треугольников, так что в ней нигде нет намеков 

на подход Клейна, основанный на преобразованиях. Так, равные 

треугольники — это те, которые имеют три соответственно равные 

стороны, а также соответственно равные углы. Тем не менее в до- 
казательстве признаков равенства треугольников появляется некое 

рассуждение о «наложении». Не столь ясно, что означают слова 

«прибавляются» и «отнимаются» в общих понятиях 2 и 3, но, судя
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по Некоторым доказательствам в книге Т, они относятся к объедине- 

НИЮ И теоретико-множественной разности геометрических объек- 

тов, хотя, разумеется, такие сущности, как углы и отрезки прямых, 

не определяются как множества точек. 

Определения из книги | 

Мы отметили в гл.11, что древние греки осознали: чтобы раз- 
вивать геометрию как дедуктивную науку, основанную на строгих 

доказательствах без логических порочных кругов, нужно вначале 

сформулировать некоторые утверждения без доказательства — по- 

стулаты (в нашей терминологии — аксиомы). Однако они не при- 

меняли те же соображения к определениям и потому не считали, 

в отличие от нас, что в строгой математической теории, чтобы опре- 
делить одни понятия в терминах других без порочных кругов, нужно 

начать с исходных неопределяемых понятий, которые лишь имену- 

ются и никак не уточняются. 

Но не следует считать отсутствие неопределяемых понятий 

у Евклида логическим дефектом его изложения. В действительно- 

сти рассматриваемые геометрические сущности были для Евклида 

предметами физического мира и могли быть содержательно описа- 

ны как таковые. Давайте посмотрим, как он их описывает. 

1. Точка есть то, что не имеет частей. 
2. Линия же — длина без ширины. 

3. Концы же линии — точки. 

4. Прямая линия есть та, которая равно расположена по отно- 

шению к точкам на ней. 
5. Поверхность есть то, что имеет только длину и ширину. 

6. Концы же поверхности — линии. 

7. Плоская поверхность есть та, которая равно расположена по 

отношению к прямым на ней. 
Меня всегда поражала красота и глубина этих описаний. Пожа- 

луй, самое поразительное то, что первые определяемые понятия (за 
исключением прямой линии в определении 4 и плоскости в опреде- 

лении 7) являются основными чисто топологическими понятиями: 
это точки, линии (кривые), поверхности и концы (мы бы сказали — 

операторы взятия границы). 
Понятие точки (определяемой как неразложимая сущность) 

близко к физике (точки определяются подобно атомам). Описание
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прямой линии обладает таинственной красотой. Не является ли оно 

поэтическим аналогом идеи геодезической линии? Или инвариант- 

ности относительно сдвигов по себе? 
Далее Евклид дает описание углов, образованных кривыми 

и прямыми, которое звучит довольно поэтично. 
8. Плоский же угол есть наклонение друг к другу двух линий, 

в плоскости встречающихся друг с другом, но не расположенных по 

<одной> прямой. 

9. Когда же линии, содержащие угол, прямые, то угол называет- 

ся прямолинейным. 

Здесь прежде всего надо заметить, что Евклид начинает с самого 

общего случая угла между кривыми (а не прямыми). Нужно также 
заметить, что определение прямолинейного угла 9 — это первая у Ев- 

клида характеризация основного понятия, которую можно считать 

математическим определением в современном смысле, в противо- 

положность восьми предыдущим, которые являются просто инту- 

итивными описаниями. Заметим еще, что из определения неясно, 

что такое в действительности угол (скажем, прямолинейный): пара 

прямых, или пара лучей, или часть плоскости, ограниченная ими. 

Следующие три определения (также относящиеся к углам) тоже 

можно считать математическими в современном смысле, если раз- 

решить употребление общих понятий «равны», «больше», «меньше». 

10. Когда же прямая, восстановленная на (другой) прямой, обра- 

зует рядом углы, равные между собой, то каждый из равных углов 

есть прямой, а восставленная прямая называется перпендикуляром 

к той, на которой она восставлена. 

11. Тупой угол — больший прямого. 
12. Острый же — меньший прямого. 

Отметим, что в определении 10 в действительности определены 

два разных (хотя тесно связанных) понятия: прямые углы и перпен- 

дикуляры. 

Следующие два определения замечательны своей топологиче- 

ской общностью. 

13. Граница есть то, что является оконечностью чего-либо. 

14. Фигура есть то, что содержится внутри какой-нибудь или 
каких-нибудь границ. 

Слово «концы» до этого появляется в определениях 3 и 6. Оно 

явно легче понималось современниками Евклида, чем его синоним 

«граница», поэтому Евклид использует его в описательном опре-
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делении понятия границы (определение 13). Отметим также, что 

определении 14 неявно предполагается, что граница связна (в на- 

шей терминологии). В этом определении принципиально важно, 
что используется выражение «содержится внутри», а не «содержит- 
ся в»; в этом контексте мы бы сказали «ограничено», но едва ли это 

слово можно использовать в формулировке определения 14, кото- 
рое бы тогда явно звучало как тавтология. 

Следующие четыре определения относятся к кругам. 

15. Круг есть плоская фигура, содержащаяся внутри одной ли- 

нии [(которая называется окружностью)], на которую все из одной 

точки внутри фигуры падающие прямые равны между собой. 
16. Центром же круга называется эта точка. 

17. Диаметр же круга есть какая угодно прямая, проведенная 

через центр и ограничиваемая с обеих сторон окружностью круга, 
она же и рассекает круг пополам. 

18. Полукруг же есть фигура, содержащаяся между диаметрами 

отсекаемой им (части) окружности. Центр же полукруга — то же 
самое, что и у круга. 

Разумеется, надо иметь в виду, что, как и прежде, «прямая ли- 
ния» означает «отрезок прямой» (в современной терминологии). 

Следующие четыре определения относятся к различным мно- 

гоугольникам, включая треугольники, квадраты, прямоугольники 

(которые Евклид называет «разносторонниками») и другие типы 
четырехугольников. 

19. Прямолинейные фигуры суть те, которые содержатся меж- 

ду прямыми, трехсторонние — между тремя, четырехсторонние 

же — четырьмя, многосторонние же — которые содержатся между 
более чем четырьмя прямыми. 

20. Из трехсторонних фигур равносторонний треугольник есть 

фигура, имеющая три равные стороны, равнобедренный же — име- 

ющая только две равные стороны, разносторонний же — имеющая 
три неравные стороны. 

21. Кроме того, из трехсторонних фигур прямоугольный тре- 

угольник есть имеющий прямой угол, тупоугольный же — имеющий 

тупой угол, а остроугольный — имеющий три острых угла. 
22. Из четырехсторонних фигур квадрат есть та, которая 

и равносторонняя, и прямоугольная, разносторонник же — прямо- 

угольная, но не равносторонняя, ромб — равносторонняя, но не пря- 

моугольная, ромбоид (параллелограмм) — имеющая противополож-
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ные стороны и углы, равные между собой, но не являющаяся ни 

равносторонней, ни прямоугольной. 

Остальные же четырехсторонники будем называть трапециями. 

Определения 19—22 организованы с хорошим вкусом, их сим- 

метричное повторение почти поэтично и радует даже современное 

ухо. Читатель наверняка отметил употребление необычных терми- 
нов: «прямолинейная фигура» вместо «многоугольника», «ромбоид» 

вместо «параллелограмма» (точнее, ромбоид — это параллелограмм 

общего вида, т.е. не ромб и не прямоугольник). Интересно, что 

предметом всех определений 19—22 являются фигуры общего ви- 

да: в противоположность современной терминологии элементар- 

ной геометрии, для Евклида квадрат не является частным случа- 
ем прямоугольника (разносторонника), прямоугольник не является 

частным случаем ромбоида и т. д. 

Евклид завершает свой список определений ключевым опреде- 

лением параллельных прямых. 

23. Параллельные суть прямые, которые, находясь в одной плос- 

кости и будучи продолжены в обе стороны неограниченно, ни с той, 

ни с другой «стороны» между собой не встречаются. 

Отметим, что определение 23 — совершенно строгое математи- 

ческое определение, но оно не утверждает существование парал- 

лельных прямых. 

Почему Евклид отложил это определение до самого конца сво- 

его перечня? В нем явно не используются термины из определе- 

ний 7—22, так почему же он не поместил его раньше, скажем сра- 

зу после определения 7? Мне представляется, что причиной этого 

была его нелюбовь к пятому постулату, без которого он пытается 
обойтись пока может. Поэтому слово «параллельные» впервые по- 

является в формулировках предложений книги [ только в предложе- 

нии 27, а возможность построения (существование) параллельных 

не утверждается вплоть до предложения 31. 

Предложения из книги | 

Здесь мы сформулируем теоремы (предложения) евклидовой 
планиметрии в порядке их появления у Евклида, без доказательств 

и чертежей и с минимумом комментариев. Ключевую роль здесь 

играет порядок, в котором доказываются предложения. Читатель 

наверняка заметит, что многие предложения утверждают возмож-
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ность выполнения конкретных геометрических конструкций (так 

что их можно понимать как теоремы существования); однако мож- 

но показать, что в утверждениях о возможности построения во 

многих случаях молчаливо предполагается, что конструкция кор- 
ректно определена. Это означает, что часто такие предложения 

понимались древними греками как теоремы существования и един- 
ственности. 

1. На данной ограниченной прямой построить равносторонний 
треугольник. 

Разумеется, построение выполнялось с помощью циркуля (так 

что постулат 3 применялся дважды), а тот факт, что две построен- 

ные окружности пересекаются, считался очевидным (каковым он 
и является). 

2. От данной точки отложить прямую, равную данной прямой. 

3. Из двух заданных неравных прямых от большей отнять пря- 
мую, равную меньшей. 

Разумеется, в этих трех утверждениях, как и в последующих, слово 

«прямая» означает «отрезок прямой» (в нашей терминологии). 

4. Если два треугольника имеют по две стороны, равные каждая 
каждой, и по равному углу, содержащемуся между равными прямыми, 

то они будут иметь и основание, равное основанию, и один треуголь- 

ник будет равен другому, и остальные углы, стягиваемые равными 

сторонами, будут равны остальным углам каждый каждому. 

Это «первый признак равенства треугольников», знакомый стар- 

шеклассникам во всем мире. Отметим, что в этом предложении не 

упоминается конгруэнтность или какое-либо движение или наложе- 

ние. Не думаю, что Евклид, говоря «один треугольник будет равен 

другому», подразумевал какое-то совмещение, и конец предложения 

просто объясняет, что подразумевается под равными треугольника- 

ми: равенство всех их соответствующих элементов (сторон и углов). 

5. У равнобедренных треугольников углы при основании равны 

между собой, и по продолжении равных прямых углы под основанием 
будут равны между собой. 

Читатель заметит употребление слова «основание» в последних 

двух предложениях и слова «под» в последнем, что, разумеется, озна- 
чает, что Евклид сопровождал предложения чертежами, на которых 

«основания» треугольников изображены горизонтальными прямыми. 

6. Если в треугольнике два угла равны между собой, то будут 

равны между собой и стороны, стягивающие равные углы.
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Предложение 6 обратно к предложению 5. Во многих школьных 

курсах геометрии оба предложения объединены в теорему вида «то- 

гда и только тогда». | 

7. На одной и той же прямой нельзя построить двух прямых, 
равных каждая двум другим прямым и (сходящихся) одни в одной 
точке, другие в другой, так, чтобы эти прямые находились бы по 

одну сторону и имели бы одни и те же концы с первоначальными 

прямыми. 

Это утверждение приводит ко «второму признаку равенства тре- 

угольников», требующему некоторых рассуждений (нужно рассмот- 

реть два случая, так как треугольники могут быть противоположно 

ориентированы). Примечательно, что Евклид сначала формулирует 

это как теорему единственности, употребляя выражение «по одну 

сторону», чтобы избавиться от неединственности. Отметим, что это 

выражение впервые появляется в другом контексте, а именно в фор- 

мулировке пятого постулата. 

8. Если два треугольника имеют две стороны, равные каждая 
каждой двум сторонам, имеют также и основание, равное основа- 

нию, то они будут иметь и угол, равный углу, заключенному между 
равными прямыми. 

Читатель должен был заметить, что условие здесь то же, что 

В «третьем признаке равенства треугольников» из школьного курса 

геометрии. Однако заключение в этом предложении слабее (чем 

В «признаке»), оно утверждает равенство лишь одного угла, а не 

трех. Любопытно присутствие термина «основание» — это не стро- 

гий математический термин, он просто показывает, что Евклид 

и его последователи чертили одну из сторон треугольника горизон- 

тально и называли ее основанием треугольника. 

9. Данный прямолинейный угол рассечь пополам. 

10. Данную ограниченную прямую рассечь пополам. 

11. К данной прямой из заданной на ней точки провести прямую 

под прямыми углами. 

Теоремы 9—11 доказываются простыми построениями с помо- 

щью циркуля и линейки. 

12. К данной неограниченной прямой из заданной точки, на ней 
не находящейся, провести перпендикулярную прямую линию. 

В ХХ веке при аксиоматическом построении планиметрии это 

ключевое предложение (с добавлением явного указания на един- 

ственность) часто берут в качестве одной из аксиом. Заметим, что
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здесь употреблено выражение «неограниченная прямая», а не про- 

сто «прямая» (в значении отрезка), поскольку иначе утверждение 

ЛОЖНО. 

13. Если прямая, восставленная на прямой, образует углы, то 
она будет образовывать или два прямых, или (вместе) равные двум 

прямым. 
Разумеется, под «углами, вместе равными двум прямым», Ев- 

клид понимает углы, сумма которых равна двум прямым. 

14. Если с некоторой прямой в какой-нибудь ее точке две прямые, 

расположенные не по одну и ту же сторону, образуют смежные уг- 

лы, равные (вместе) двум прямым, то эти прямые по отношению 

друг к другу будут по одной прямой. 
Может быть, эта теорема малопонятна читателю. В современ- 

ной терминологии она утверждает, что если два отрезка прямых 

с общим концом А на прямой [ образуют с прямой [ углы, сумма 

которых равна 180°, то эти два отрезка лежат на одной прямой. 

15. Если две прямые пересекаются, то образуют углы через вер- 

шину, равные между собой. 

16. Во всяком треугольнике при продолжении одной из сторон 
внешний угол больше каждого из внутренних, (ему) противолежа- 

щих. 
17. Во всяком треугольнике два угла, взятые вместе при всяком 

их выборе, меньше двух прямых. 
Отметим, что эта теорема показывает, что мы не в эллиптической 

геометрии, но она не противоречит гиперболической геометрии (Ев- 

клид до сих пор не использует пятый постулат в доказательствах). 

18. Во всяком треугольнике ббльшая сторона стягивает боль- 

ший угол. 
19. Во всяком треугольнике больший угол стягивается и боль- 

шей стороной. 

20. Во всяком треугольнике две стороны, взятые вместе при 

всяком их выборе, больше оставшейся. 

В современной формулировке это основополагающее утвержде- 

ние известно как «неравенство треугольника», ключевой пункт 

в определении метрического пространства. 

21. Если в треугольнике на одной из сторон от концов восстав- 

лены будут внутрь две прямые, то восставленные прямые (вместе) 

будут меньше двух остальных сторон треугольника, но будут за- 

ключать больший угол.
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22. Из трех прямых, которые равны трем данным [прямым], 

составить треугольник; нужно, однако, чтобы две (прямые, взятые 

вместе), при всяком их выборе были бы больше оставшейся [вслед- 

ствие того, что во всяком треугольнике две стороны, (взятые 

вместе) при всяком их выборе, больше оставшейся]. 
Это «третий признак равенства треугольников», но он также со- 

держит явную формулировку неравенства треугольника. 

23. На данной прямой при данной ее точке построить прямоли- 

нейный угол, равный данному прямолинейному углу. 

24. Если два треугольника имеют две стороны, равные двум 
сторонам каждая каждой, но заключенный между равными сто- 

ронами угол (в одном) больше, (чем в другом}, то и основание 

(в первом} будет больше основания (во втором). 

25. Если два треугольника имеют две стороны, равные двум 

сторонам каждая каждой, основание же (в одном) больше, чем осно- 

вание (в другом), то и угол, заключенный между равными прямыми 

(в первом), больше угла (во втором). 

О термине «основание» см. замечание после предложения 8. 

26. Если два треугольника имеют два угла, равные двум углам 

каждый каждому, и одну сторону, равную одной стороне, либо за- 

ключающейся между равными углами, либо стягивающей один из 

равных углов, то они будут иметь и остальные стороны равными 
остальным сторонам [каждая каждой], и оставшийся угол остав- 

шемуся углу. 

Это «второй признак равенства треугольников» в полной общно- 

сти, и он применяется в доказательстве следующего предложения. 

27. Если прямая, падающая на две прямые, образует накрест 

лежащие углы, равные между собой, то прямые будут параллельны 

друг другу. 
Лишь в этом месте у Евклида впервые впервые (не считая опре- 

деления) появляется слово «параллельны». 

28. Если прямая, падающая на две прямые, образует внешний 

угол, равный внутреннему противолежащему с той же стороны, 

или внутренние односторонние (углы вместе), равные двум прямым, 

то прямые будут параллельны между собой. 

29. Прямая, падающая на параллельные прямые, образует на- 

крест лежащие углы, равные между собой, и внешний угол, равный 

внутреннему, противолежащему с той же стороны, и внутренние 

односторонние углы, (вместе) равные двум прямым.
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30. (Прямые), параллельные той же прямой, параллельны и меж- 

ду собой. 

31. Провести через данную точку прямую линию, параллельную 

данной прямой. 

Здесь Евклид вновь обращается (после долгого перерыва) к утвер- 

ждению о том, что наш «землемер» может выполнить некоторое 
построение. Отметим, что это предложение близко к формулировке 

«аксиомы о параллельных», которая обычно присутствует в школь- 

ном курсе геометрии. Евклид не утверждает явно, что построение 

единственно; однако, как пояснено выше, единственность построе- 

ния обычно неявно подразумевалась в утверждениях такого типа. 

32. Во всяком треугольнике по продолжении одной из сторон 

внешний угол равен двум внутренним и противолежашихм, и внут- 
ренние три угла треугольника (вместе) равны двум прямым. 

Это одна из ключевых теорем евклидовой геометрии (которая 

отличает ее от эллиптической и гиперболической). Для ее доказа- 

тельства нужно, применив предложение 31, провести прямую, па- 

раллельную основанию, через противоположную вершину и, при- 
менив предложение 29, сравнить углы, образовавшиеся при этой 

вершине, с внутренними углами при основании. 

33. Прямые, соединяющие с одной и той же стороны равные 

и параллельные <прямые>, и сами равны и параллельны. 

34—45. Эти двенадцать предложений относятся к построени- 

ям параллелограммов и треугольников, использующим параллель- 
ные прямые. Говоря в этих предложениях о равенстве треугольни- 

ков и параллелограммов, Евклид имеет в виду равенство площа- 

дей (а не то, что мы называем изометрией или наложением при 
движении). Поэтому фраза (из предложения 41) «параллелограмм 

будет вдвое большим треугольника» означает, что площадь неко- 

торого параллелограмма вдвое больше площади некоторого треу- 
гольника. 

46. На данной прямой надстроить квадрат. 

Вспомним, что самое первое предложение утверждало возмож- 
ность построения «совершенного треугольника» (т.е. равносторон- 

него). Теперь, почти в конце книги 1, Евклид показывает, что мож- 

но построить «совершенный четырехугольник», т.е. квадрат. Эти 

поиски совершенства характерны не только для древнегреческой 

математики (вспомним платоновы тела), но и для древнегреческого 

искусства и культуры в целом.
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47. В прямоугольных треугольниках квадрат на стороне, стяги- 

вающей прямой угол, равен (вместе взятым) квадратам на сторо- 

нах, заключающих прямой угол. 
Это знаменитая теорема Пифагора. Отметим, что это предло- 

жение чисто геометрическое, в нем не говорится, что а? + b? =c?, 
а утверждается, что площадь квадрата, построенного на гипотену- 

зе, равна сумме площадей двух квадратов, построенных на двух 

других сторонах. Доказательство Евклида отличается от обычно- 

го (известного в ряде стран как «Пифагоровы штаны»: разрежем 

квадраты, построенные на катетах прямоугольного треугольника, 

на треугольники, которые складываются в квадрат, построенный 

на гипотенузе) — Евклид разрезает квадрат, построенный на гипо- 
тенузе, на два прямоугольника, продолжив высоту, проведенную из 
вершины прямого угла, и показывает, что площадь каждого из этих 

прямоугольников равна площади соответствующего квадрата. 

48. Если в треугольнике квадрат на одной стороне равен (вместе 
взятым} квадратам на остальных двух сторонах, то заключенный 

между остальными двумя сторонами треугольника угол есть прямой. 

Таким образом, Евклид завершает книгу [ утверждением, обрат- 
ным теореме Пифагора. 

Заключение 

Среди математиков стало привычным смотреть на Евклида свы- 

сока и критиковать отсутствие строгости в его построении геомет- 

рии. На мой взгляд, такое отношение лишь демонстрирует узость 

мышления этих критиков, абсолютизацию ими того уровня строго- 

сти, который был принят в ХХ веке. Здесь я попытался показать, 

что «Начала» Евклида имеют свою внутреннюю логику и, в отличие 

от современных аксиоматических теорий, обладают потрясающей 

красотой, которая делает книгу Евклида одним из величайших до- 

стижений человеческой культуры.



Дополнение Б 

Аксиомы планиметрии Гильберта 

В этом дополнении приведены аксиомы планиметрии Гильбер- 

та, которые он впервые представил в серии лекций в Гёттингенском 
университете в 1898—1899 гг. Следуя Гильберту (русский перевод 

его знаменитых «Оснований геометрии» см. в [3]), докажем непро- 

тиворечивость его теории (т.е. покажем, что в ней нет противоре- 

чий, если их нет в теории алгебраических чисел). 
Аксиомы Гильберта составляют первое строгое (в нашем совре- 

менном понимании этого слова) изложение планиметрии в аксио- 

матической форме. К моменту публикации аксиоматики Гильберта 

было общеизвестно, что возможно строгое построение планимет- 

рии в рамках теории вещественных чисел с помощью декартовых 

координат, а это превращает планиметрию в частный случай ли- 

нейной алгебры над Ю. Более того, к тому времени Герман Вейль 

показал, что на этой же основе можно построить геометрию, не 

используя координат. Тем не менее работа Гильберта была весьма 

значительным прорывом в понимании геометрии и остается важ- 

ной вехой в истории математики. 

Главная отличительная черта подхода Гильберта в том, что он 

понял и осуществил следующую идею: при строгом изложении 

математической теории некоторые исходные понятия и отноше- 
ния должны остаться неопределяемыми, так как иначе неизбе- 

жен логический порочный круг в определениях. В его изложении 

неопределяемыми понятиями являются «точка», «прямая», «плос- 

КОСТЬ», «принадлежит», «лежит между» и «конгруэнтен». Неявное 

определение этих неопределяемых понятий в некотором смысле 
дано аксиомами. 

В книге [3] Гильберт не только перечисляет аксиомы, но и приво- 

дит основные факты планиметрии в том порядке, в каком их можно 
вывести из аксиом. При этом в изложении Гильберта аксиомы стерео- 

метрии не отделены от аксиом планиметрии; поэтому в нашем изло- 

жении просто опущены аксиомы (или части аксиом), которые отно- 

сятся к стереометрии (и соответственно изменена нумерация аксиом).
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В этом дополнении, как и в предыдущем, мы рассматриваем 

и комментируем аксиоматику планиметрии с точки зрения истори- 

ка. Как объяснено во введении, это основано на авторском предпо- 

чтении: я верю, что евклидову геометрию не следует преподавать 

как набор следствий из системы аксиом Евклида или Гильберта. По 

этой причине, хотя мы буквально воспроизводим текст аксиом, мы 

заменили математические комментарии Гильберта к его аксиомам 

и их следствиям на замечания исторического характера. 

1. Аксиомы соединения (принадлежности) 

Эта первая группа аксиом устанавливает соотношения между 

неопределяемыми понятиями точка и прямая, выраженные по- 

средством (также неопределяемого!) понятия принадлежит. Очень 

важно понимать, что в изложении Гильберта прямая — это прямая 

(неопределяемое понятие), а не множество точек, как нас учили! 

Что ‘касается отношения «принадлежит», у него много синони- 

мов: вместо «точка А принадлежит прямой [» можно сказать «[ про- 

ходит через А», «[ содержит АД», «А является точкой прямой [» и т. д. 

Если А принадлежит прямой [ и другой прямой т, то мы говорим 

«А — общая точка прямых [ и т» или «прямые [ и т пересекаются 

в точке А» ит. д. Если две точки Аи В принадлежат прямой [, можно 

также сказать «[ соединяет А и В», «А и В определяют [> и т. д. 

I,. Любые две различные точки А и В полностью определяют 

некоторую прямую а. 
Обозначение: АВ =а или ВА=а. 
Гильберт объясняет, что означает в его геометрии фраза «А и В 

определяют а», но что означает «полностью определяют» — остает- 

ся необъясненным. Надо ли понимать это выражение как условие 

единственности прямой, которую определяют А и В? Несомненно 

нет, поскольку следующая аксиома — это аксиома единственности. 

Если подойти очень формально, следует заметить, что на этом этапе 
мы не знаем, что две различные точки действительно существуют. 

Но будет разумно предположить, что непустота множества точек 
и множества прямых молчаливо предполагается Гильбертом. 

[>. Любые две различные точки прямой полностью определяют 
эту прямую: если АВ=аи АС=а, причем ВС, тои ВС=а. 

Таким образом, если АВ =аи АС=а, где В; С, тои ВС=а. 

Отметим, что на этом этапе мы не знаем, что на любой прямой 

существуют три различные точки А, В, С, а на самом деле даже
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не знаем, что существуют две. Последнее допущение появляется 

у Гильберта лишь в третьей аксиоме соединения. 

1›. На прямой существуют по крайней мере две точки. Суще- 

ствуют по крайней мере три точки, не лежащие на одной прямой. 

Одно из основных следствий этих аксиом состоит в том, что две 

различные прямые имеют не больше одной общей точки. 

Аксиомы соединения выполнены в конечной геометрии, состо- 
ящей из трех «прямых», каждая из которых состоит из двух точек, 

причем любые две прямые имеют одну общую точку. 

П. Аксиомы порядка 

В этой группе аксиом появляется, кроме уже упомянутых неопре- 
деляемых понятий (точка, прямая) и отношения «принадлежит», но- 

вое неопределяемое понятие «лежит между». Гильберт объясня- 

ет в своем комментарии, что это отношение является отношением 

порядка. Он даже приводит чертеж, на котором точка В лежит на 

прямой между точками А и С, как иллюстрацию первой аксиомы 

порядка, которая гласит: 
П.. Если точка В лежит между точкой А и точкой С, то А, В, С 

суть три различные точки прямой, и В лежит также между С и А. 
П5. Для любых двух точек А и С на прямой АС существует по 

крайней мере одна такая точка В, что точка С лежит между А и В. 
Отметим, что из второй аксиомы порядка следует, что на каж- 

дой прямой существует бесконечное (не менее чем счетное) мно- 

жество точек. 
Пз. Среди любых трех точек прямой существует одна и только 

одна точка, лежащая между двумя другими. 
Первые три аксиомы порядка позволяют Гильберту определить 

множество точек отрезка АВ как множество точек, лежащих меж- 

ду Аи В; сами точки А и В называются концами отрезка АВ. 

Понятие порядка позволяет также естественным образом опре- 

делить то, что Гильберт называет полупрямой или лучом: луч, ис- 

ходящий из точки А и проходящий через точку В, отличную от А, 

есть множество всех точек, лежащих на прямой АВ поту же сторону 

от А, что и В. 

П4. Пусть А, В, С — три точки, не лежащие на одной прямой, 

и а— прямая в плоскости АВС, не проходящая ни через одну из то- 
чек А, В, С; если при этом прямая а проходит через одну из точек
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отрезка АВ, то она должна пройти через одну из точек отрезка АС 

или через одну из точек отрезка ВС. 

Это утверждение известно как аксиома Паша. 

Аксиомы порядка позволяют Гильберту определить понятие по- 

луплоскости, хотя он никогда не использует этот теоретико-множе- 

ственный термин, говоря о точках, лежащих с одной и той же сто- 
роны (или с разных сторон) от прямой на плоскости, а также с од- 

ной и той же стороны (или с разных сторон) от точки на прямой. 

Читатель здесь вспомнит, что в Евклидовых «Началах» выражение 

«С ОДНОЙ И ТОЙ Же стороны» нигде не определялось и, несомненно, 

считалось очевидным, в частности в пятом постулате. 

Далее Гильберт определяет понятия ломаной и многоугольника, 

а как частные случаи последнего — треугольники, четырехугольни- 

ки, пятиугольники, ..., п-угольники. Затем он формулирует теорему 
Жордана для многоугольников и утверждает, что она доказывается 

«без особых трудностей». 

Ш. Аксиомы конгруэнтности 

В этой группе аксиом появляется другое неопределяемое поня- 

тие, а именно конгруэнтность. В современных изложениях плани- 

метрии оно обычно определяется явно: две фигуры конгруэнтны, 

если существует изометрия (т. е. отображение плоскости на себя, со- 
храняющее расстояния), переводящая одну из фигур в другую. Этот 

подход, разумеется, неприемлем для Гильберта, поскольку основан 

на понятии расстояния, которое нигде не появляется в аксиомати- 

зации Гильберта. В его геометрии, как и у Евклида, нет фиксиро- 

ванной единицы измерения. 

Ш... Если А, В суть две точки на прямой а и А’ — точка на той 

же прямой или на другой прямой а’, то всегда можно найти точ- 
ку В', лежашую по данную от точки А’ сторону прямой а’, и притом 

такую, что отрезок АВ конгруэнтен, иначе говоря, равен отрезку 

А’В’. Конгруэнтность отрезка АВ отрезку А’В’ обозначается следую- 

щим образом: 
АВЕА’В.. 

Каждый отрезок конгруэнтен самому себе, т.е. всегда 

АВ=АВ и AB=BA. 

Эту аксиому можно выразить короче, сказав, что каждый от- 

резок может быть однозначно определенным образом отложен по
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данную сторону на данной прямой от данной точки. Отметим, что 
прямая а на самом деле не нужна в формулировке аксиомы. Обра- 
тим также внимание на выражение «всегда можно найти», которое 
заменяет более формальное «существует». Симметричность отно- 
шения конгруэнтности будет доказана позже. Что касается транзи- 
тивности, то она явно постулирована в следующей аксиоме. 

Шо. Если отрезок А’В’ и отрезок А"В" конгруэнтны одному 

и тому же отрезку АВ, то отрезок А’В' конгруэнтен также и от- 

резку А" В"; короче говоря, если два отрезка конгруэнтны третьему, 

то они конгруэнтны также друг другу. 

Читатель легко покажет, что из аксиомы Ш. (вместе с ПП) выте- 

кает рефлексивность отношения конгруэнтности. 
Следующая аксиома утверждает, что, прикладывая к конгруэнт- 

ным отрезкам конгруэнтные, мы получаем конгруэнтные отрезки. 
ШЗ. Пусть АВ и ВС суть два отрезка прямой а, не имеющие ни 

одной общей точки, и пусть, далее, А’В’ и В’С’ суть два отрезка той 

же прямой или другой прямой а’, также не имеющие общей точки; 

если при этом 

АВЕА’В’ и ВСЕВ’С’, ton AC=A‘C’. 

Первые три аксиомы конгруэнтности позволяют дать несколько 
строгих определений, связанных с понятием угла. Это, во-первых, 

определение угла как пары лучей (которые называются сторонами 

угла), начинающихся в одной и той же точке (которая называется 

вершиной угла) и лежащих на двух различных прямых; во-вторых, 

определение внутренности угла как множества всех точек плоско- 

сти, лежащих с той же стороны от каждого из лучей, образующих 

угол, что и другой луч. 
В следующей аксиоме (неопределяемое) отношение конгруэнт- 

ности применяется к углам; аксиома утверждает, что можно «от- 

ложить» угол, конгруэнтный данному, по данную сторону от луча. 

В формулировке Гильберта [для плоскости]: 

Ш4. Пусть в плоскости даны угол (|,К) и прямая а’, а также 

вполне определенная по отношению прямой а’ сторона плоскости. 

Пусть В’ обозначает луч прямой а’, исходящий из точки О’; в таком 
случае в плоскости существует один и только один луч К’, облада- 

ющий следующим свойством: угол (|, К) конгруэнтен, иначе говоря, 

равен углу (|’, К’), и вместе с тем все внутренние точки угла (Н’, К’) 
находятся по данную сторону от прямой а’. Конгруэнтность угла
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(р, К) углу (Н’, К’) обозначают так: 

ДН, К) = Z(h’,k’) 

Каждый угол конгруэнтен самому себе, т. е. всегда 

| Ив, Ю = Z(h, bk). 
Отметим, что Гильберт прилагает большие усилия, чтобы явно за- 

фиксировать рефлексивность равенства углов. Далее он вводит усло- 

вие, что угол не зависит (с точностью до конгруэнтности) от порядка 

указания его сторон. Как и для отрезков, симметричность отношения 

конгруэнтности для углов не постулируется, а доказывается позже. 
Последняя аксиома этой группы имеет дело с двумя треугольни- 

ками. Она напоминает теорему, известную как «первый признак ра- 
венства треугольников» в школьных учениках геометрии во многих 

странах, но в ее заключении не утверждается, что два треугольника 

конгруэнтны, — по веской причине: понятие конгруэнтности тре- 
угольников не является неопределяемым, и его определение будет 

дано позднее. 

Ш5. Если для двух треугольников АВС и А’В’'С’ имеют место 

конгруэнтности 

АВ =А’В’, АСЕА’С’, ХВАС = ХВ’А’С’,, 

то имеет место также и конгруэнтность 

ZABC = ZA‘B'C’. 

Легко видеть, что это первый признак конгруэнтности треуголь- 

HHKOB (SAS). 

Сформулировав все аксиомы конгруэнтности, Гильберт дает 

еще несколько определений и ряд важных следствий из аксиом, по- 
ка что не используя аксиому о параллельных. Определяются поня- 

тия смежных и вертикальных углов, а также прямого угла (послед- 

ний определяется как угол, конгруэнтный своему смежному). Затем 

следует явное определение понятия конгруэнтных треугольников 

как треугольников, у которых конгруэнтны все соответствующие 

стороны и все соответствующие углы. 

После этого Гильберт доказывает первый, второй и третий 

признаки равенства треугольников. За ними следуют две теоремы 

о конгруэнтности углов (в частности, одна из теорем утверждает, 

что если два угла конгруэнтны, то и смежные им конгруэнтны). 

С помощью этих теорем доказывается, что любые два прямых угла
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конгруэнтны. В этом месте Гильберт отмечает, что Евклид принял 

этот факт в качестве одной из аксиом, — «по моему мнению, непра- 

Вильно», — комментирует он. 

Далее, обозначая словом «фигура» конечное множество точек, 
Гильберт формулирует утверждение, которое он называет «наиболее 

общей теоремой о конгруэнтности». А именно, если (А, В,С,..., Г) 

и (А’, В’, С’,...,Г/) суть две конгруэнтные плоские фигуры, а Р- 

некоторая точка плоскости, то всегда найдется такая точка Р’, 

что фигуры (А, В,С,...,[,Р) и (А’, В’, С’,....Г/,Р’) будут также 

конгруэнтны. Если фигура (А, В, С,...,[) содержит хотя бы три 

точки, не лежащие на одной прямой, то построение точки P’ mo- 

жет быть выполнено только одним способом. 

ГУ. Аксиома о параллельных 

Гильберт формулирует пятый постулат Евклида следующим об- 

разом: 
IV. Пусть а — произвольная прямая, а А — точка вне ее; в таком 

случае в плоскости, определяемой прямой а и точкой А, существует 

не более одной прямой, проходящей через точку А и не пересекающей 

прямую а. 
Определение. Из предыдущего и на основании аксиомы о па- 

раллельных мы знаем, что в плоскости, определенной прямой а 

и точкой А, существует одна и только одна прямая, проходящая 

через точку А и не пересекающая прямой а; мы называем ее прямой, 

параллельной а, проходящей через точку А. 
Интересно отметить, что в этой аксиоме Гильберт прибегает 

к традиционной терминологии, когда пишет «можно провести», 

а не более формально, например «существует». Заметим также, 
что для Гильберта параллельность не является отношением эк- 

вивалентности (она не рефлексивна) и ее определение включено 

в формулировку аксиомы. В отличие от Евклида, Гильберт не разде- 

ляет определения и аксиомы, так что определение параллельности 

появляется в аксиоме IV. | 

Теперь Гильберт наконец начинает пользоваться аксиомой о па- 

раллельных и формулирует теорему о конгруэнтности соответствен- 

ных и накрест лежащих углов, образованных двумя параллельными 

и секущей. Интересно отметить, что Гильберт не рассматривает ло- 

гически мыслимый случай, когда третья прямая пересекает одну из 
двух параллельных, но не другую. Невозможность этого случая есть
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очевидное следствие аксиомы Гильберта о параллельных, и Гильберт, 

видимо, понимал, что это будет очевидно для любого читателя. 

Последняя теорема, которую формулирует Гильберт после акси- 

ом первых четырех групп, гласит: сумма углов треугольника равна 
двум прямым. Он не объясняет, что подразумевается под «суммой» 
углов, но, разумеется, сумма понимается в геометрическом смысле: 

теорема не означает, что сумма (мер) трех углов равна 180°; ее 

смысл в том, что если последовательно откладывать углы данного 

треугольника от некоторой прямой, то второй луч третьего угла 

будет лежать на прямой, от которой мы начали откладывать углы. 

Разумеется, не случайно, что Гильберт здесь останавливается: 

он, несомненно, понимает ключевую роль этой теоремы в вопросе 
о евклидовой и неевклидовой геометрии. 

У. Аксиома непрерывности 

Это последняя аксиома в системе Гильберта. Обычно ее назы- 

вают аксиомой Архимеда и включают в аксиоматическое определе- 

ние вещественных чисел. В геометрической форме она утверждает, 

что если откладывать некоторый отрезок вдоль прямой достаточно 

много раз, то мы в конце концов достигнем любой данной точки на 

этой прямой. Формулировка Гильберта такова: 

У!:. Пусть АВ и СО — два каких-нибудь отрезка; тогда на пря- 

мой АВ существует конечное число таких точек А, Ао, Аз, ..., Ал, 

что отрезки АА, А. А>, А-А.$,..., А.А, конгруэнтны отрезку СО 

и точка В лежит между АиА,. 

Читатель мог обратить внимание на слово «конгруэнтны» в фор- 

мулировке аксиомы. Оно показывает, что Гильберт здесь имеет дело 

с отрезками, а не длинами отрезков (вещественными числами). 

Хотя в первом издании аксиоматики Гильберта эта аксиома была 

последней, во французском издании своей книги он добавил еще одну 

аксиому, которую назвал «аксиомой линейной полноты». Эта аксио- 

ма, по выражению Гильберта, «не чисто геометрической природы», 

и смысл ее добавления в том, чтобы обеспечить взаимно однозначное 

соответствие точек произвольной прямой с вещественными числами, 

тем самым сделав аксиоматику Гильберта категоричной. 

Непротиворечивость аксиом Гильберта 

Гильберт устанавливает непротиворечивость своей аксиомати- 

ки (т.е. показывает, что его аксиомы не приводят к противоречию), 

построив модель своей планиметрии.
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А именно, Гильберт вводит обозначение © для множества алгеб- 

раических чисел, которые можно получить из числа 1 посредством 

четырех арифметических операций и операции \/ 1+ 2, где w— 

какое-либо из ранее определенных чисел. Множество Я состоит из 

вещественных чисел и заведомо счетно. В этой модели пара (х, у), 

где х, уЕЯ, называется точкой, тройка (и:у:и/), где и, у, и ЕЯ 

и и? + у? #0, называется прямой, и мы говорим, что точка (х, у) 
принадлежит прямой (и:у:и/), если 

их + уу и = 0. 

Затем Гильберт отмечает, что аксиомы групп 1, М очевидным 

образом выполнены. Далее, используя обычное отношение порядка 
(х <у) на числовом множестве Я, он естественным образом опре- 

деляет отношение лежит между для трех точек на прямой. Легко 

проверить, что тогда аксиомы группы П также выполняются. 

Определив понятие конгруэнтности так, как это обычно делает- 

ся в аналитической геометрии, Гильберт отмечает, что выполнены 

и аксиомы группы Ш (включая относящиеся к откладыванию отрез- 

ков и углов). Остается лишь аксиома группы У (аксиома Архимеда), 

но она, разумеется, выполнена на множестве CR. 
Таким образом, Гильберт построил модель евклидовой планимет- 

рии в арифметике алгебраических чисел; в этой модели неопределя- 

емые Понятия «точка», «прямая», «принадлежать», «лежать между», 

«конгруэнтны» приобретают конкретное истолкование, причем все 

аксиомы евклидовой планиметрии выполнены. 
Это означает, что любое противоречие, вытекающее из системы 

аксиом Гильберта, должно появляться и в арифметике множества ®. 

Поэтому можно утверждать, что аксиоматика Гильберта (без акси- 
омы линейной полноты) непротиворечива, если нет противоречий 

в теории алгебраических чисел. 

Заключение 

Следует, как бы то ни было, отметить, что в гильбертовой моде- 

ли планиметрии количество точек, как и количество прямых, счет- 

но. Разумеется, можно построить и несчетную модель этой геомет- 

рии, с множеством точек мощности континуум, просто использовав 

декартовы координаты, как в курсе аналитической геометрии. Та- 

ким образом, аксиоматика Гильберта, как говорят логики, некате- 

горична, т.е. может иметь неизоморфные модели.
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Считая это недостатком, Гильберт в позднейших изданиях сво- 

его труда добавил упомянутую выше аксиому линейной полноты, 
которая означает примерно следующее: к прямой нельзя добавить 

дополнительные точки, не нарушив другие аксиомы. Из этой акси- 
омы с учетом аксиомы Архимеда немедленно вытекает, что между 

точками прямой и вещественными числами существует (взаимно 
однозначное) соответствие, сохраняющее порядок. 

Почему Гильберт не захотел намного упростить дело для се- 

бя и своих читателей, начав прямо отсюда и приняв этот простой 

и фундаментальный факт в качестве аксиомы? Прежде всего, он, 

несомненно, стремился, чтобы его геометрия формально не зави- 

села от теории вещественных чисел, являясь примером «чистой гео- 
метрии». Однако невозможно уйти от того факта, что любое строгое 

изложение евклидовой планиметрии (в нашем понимании) приве- 

дет к неявному построению теории вещественных чисел как мно- 

жества всех точек на прямой, где сложение определено как прикла- 

дывание одного отрезка к другому, порядок определен через отно- 

шение «лежать между», а умножение — через гомотетию. Я склонен 
верить, что Гильберт преднамеренно шел на большие трудности, 

чтобы скрыть важнейшую роль поля В в своих построениях: ведь 

он был осведомлен о том, что строгое построение евклидовой гео- 

метрии становится гораздо проще, если использовать В с самого 

начала, а не задним числом. 

Вот почему я не считаю, что следует обучать геометрии на ос- 

нове аксиом Гильберта или какого-то иного усовершенствования 

подхода Евклида. Но такая точка зрения ни в коей мере не умаля- 

ет историческое значение работ Гильберта по основаниям геомет- 
рии. Он не только показал, что аксиоматический метод, восходящий 

к Евклиду и его современникам, может быть приведен в соответ- 

ствие с критериями строгости, свойственными математике ХХ века. 

Гильберт был первым, кто ввел в обиход фундаментальную идею, 

что аксиоматически построенная математика — это наука, которая 

изучает... неопределяемые объекты!



Ответы и указания 

Читатель не должен ожидать, что найдет здесь решения задач. 

Здесь приведены лишь ответы (без каких-либо комментариев) ктем 
из них, где требуется что-то вычислить или найти, а также указания 

к тем задачам (составляющим большинство), которые начинают- 

ся словами «Докажите, что...». Указания не содержат подробностей 

и написаны в очень неформальном стиле (студент не должен имити- 

ровать его в письменных домашних заданиях, если преподаватель 

их требует!); обычно они лишь намечают стратегию доказательства 

или некоторые его элементы или указывают в принципе, какого ро- 

да доказательство можно получить. В последнем случае мы пишем: 

«не очень действенное указание». Заметим также, что практически 
все задачи в первых девяти главах снабжены ответами или указани- 

ями, тогда как начиная с гл.10 к большинству задач их нет. Так сде- 

лано потому, что к этому времени студент уже проработал половину 

книги и, как полагает автор, пора бросить его в воду и посмотреть, 

способен ли он плыть самостоятельно. 

Глава 1 

1.1. Имеется три поворота (порядка 1, 3, 3), три отражения от 

высот треугольника (все порядка 2) и четыре нетривиальные под- 

группы (три группы порядка 2 и одна группа порядка 3); группа 

движений содержит 3 элемента. 

1.2. а) Группа симметрий такой пирамиды изоморфна группе 

симметрий квадрата. В ней 8 элементов (пять — порядка 2, два — 

порядка 4 и один порядка 1), 6 нетривиальных подгрупп (пять — 

порядка 2, одна — порядка 4); группа движений состоит из 4 элемен- 

тов. 

6) Группа изоморфна группе перестановок 5. (см. главу 2). Име- 

ется 24 элемента порядков 1, 2, 3, в том числе 12 поворотов, 12 от- 

ражений относительно плоскостей (двух различных типов). Есть 

19 нетривиальных подгрупп (пятнадцать — порядка 2 и четыре — 

порядка 3), группа движений содержит 12 элементов. 

в) Имеется 48 элементов порядков 1, 2, 3, 4, из которых 24 яв- 

ляются поворотами (см. п. 1.2.3), а 24 меняют ориентацию; группа 

движений содержит 24 элемента.
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г)* Имеется 120 элементов порядков 1, 2, 3, 4, 5, из которых 60 

являются поворотами, а 60 меняют ориентацию; группа движений 

содержит 60 элементов. 

д)* Группа симметрий икосаэдра изоморфна группе симметрий 
додекаэдра, поэтому ответы те же, что в П.Г). 

е) Имеется п поворотов, п отражений (двух различных типов, 
если п четно); нетривиальные подгруппы — подгруппа поворотов 

порядка п (имеющая нетривиальные подгруппы, порядки которых 

делят п), изоморфные копии группы диэдра О„ (см. главу 3) для 
всех т, делящих п, и п подгрупп отражений (порядка 2); группа 

движений содержит п элементов. 

1.3. Достаточно поместить квадрат на одну из граней куба 

(соответственно окружность на экватор сферы) и проверить, что 

различные движения этой грани (соответственно экватора) можно 

продолжить до различных движений куба (соответственно сферы). 

1.4. Всегда, когда п делит т. 

1.5. Есть 7 таких подгрупп, из которых 4 состоят из поворотов. 

1.6. Четыре главные диагонали. 

1.7. ад Одно отражение относительно плоскости, проходящей 

через ребро и середину противоположного ребра, и один поворот 

вокруг прямой, соединяющей середины противоположных ребер. 

6) Отражение относительно плоскости, проходящей через па- 
раллельные диагонали противоположных граней, и композиция 

другого такого отражения с центральной симметрией относительно 

центра куба. 
1.8. (а, 6, в). Например, любой тетраэдр, вершинами которого 

являются: вершина исходного многогранника А, середина ребра 
АВ, центр грани, содержащей АВ, и центр самого многогранника. 

1.9. От единичной сферы в В? отрежем две маленькие 

симметричные шапочки плоскостями, параллельными координат- 

ной плоскости Оху; тогда множество прямых, проходящих через 

начало координат и оставшуюся часть сферы, является листом М&- 

биуса. 
1.10. Ось поворота есть пересечение данных плоскостей, а угол 

поворота — удвоенный угол между плоскостями. 
1.11. Композиция двух поворотов сферы есть поворот. Его ось — 

пересечение двух плоскостей, каждая из которых проходит через ось 

одного из данных поворотов и образует угол, вдвое меньший угла 

этого поворота, с плоскостью, проходящей через обе эти оси.
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Глава 2 

2.1. 22 (симметрии единичного отрезка), 2-3 (повороты равно- 

стороннего треугольника), 42,, (повороты квадрата), группа Клейна 
2,2 Ф 22 (симметрии прямоугольника), 2. (повороты правильного 

пятиугольника), 53 (симметрии правильного треугольника), 2 (по- 

вороты правильного шестиугольника). 

2.2. а) Единственная нетривиальная нормальная подгруппа в 

группе ут(А) — это подгруппа поворотов, и соответствующая фак- 

торгруппа изоморфна 2. 

6) Подгруппа всех поворотов и 4-элементная подгруппа (изо- 

морфная группе Клейна), которая состоит из тождественного пре- 
образования и трех поворотов на угол л вокруг прямых, соединяю- 

щих середины двух противоположных ребер. 
2.3. Не очень действенное указание. Доказательство сводится 

к проверке определений. 

2.4. Указание. Если Н — подгруппа в С, то нужно доказать, что 

для всех ее С выполнено включение "Не с Н; возьмем любой 

элемент ПЕН, рассмотрим два случая (Пс ЕНи ВН) и докажем 

нужное включение — в первом случае оно очевидно, а во втором 

следует из того, что есть только два смежных класса по подгруппе Н. 
2.5. Орбитами являются циклы (1—5 —+4—9->1), (2—8-2), 

(3), (6—>10—7), стабилизатором элементов первой орбиты — мно- 

жество {1, а, а}, второй — {1, a’, ..., }, третьей — вся группа, чет- 

вертой — {1, а3, а, а? }, где а — данная перестановка. 
2.6. a) 6; 6) 60. 

2.7. 16. 
2.8. Указание. Вначале докажите, что 5, порождается переста- 

новками с’, соседних элементов (Г и 1 -+ 1), а затем — что любая пере- 

становка с’; сопряжена перестановке (1 2) посредством подходящей 

степени числа (12... п). 

2.9. (51,52 : 515251 = 525152,5° = 1,55 =1); другая возможность: 
(р, а: р? =1, 9} =1, (ра)? =1); есть и несколько других. 

2.10. 36, включая 18 эпиморфизмов. 

2.11. Изоморфизм между данной группой и О; можно постро- 

ить, поставив а в соответствие одному из поворотов на угол д, ар — 

повороту на 2л /п. 

2.12. Не очень действенное указание. Есть много способов по- 

казать, что а = 1: например, можно начать с данной формулы
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‘ар =а? и подходящим образом применить тривиальные соотно- 

шения и соотношения а? =? =1. 

Глава 3 

3.1. Группа симметрий — группа диэдра Ок, группа движений — 

Св, обе они являются конечными подгруппами в О(3) согласно след- 

ствию 3.2.9. 

3.2. а) De и 26; 6) О. и 25; в) De U Ze. 

3.3. Указание. Попробуйте выразить два слагаемых в правой ча- 

сти через количество точек в орбите и количество элементов ста- 

билизаторов в случае группы движений куба. В общем случае сла- 

гаемые принимают те же значения и, как можно видеть, уравнение 
практически сводится к тавтологии — оно выражает два способа вы- 

числения мощности множества Р. 

3.4. Да, любая группа изометрий, оставляющая на месте впи- 

санный правильный тетраэдр. 

3.5. Нет, поскольку 60 не делится на 24. 

3.6. Имеется шесть подгрупп, изоморфных 2.2, четыре изоморф- 

ных 403 и три изоморфных Па. 
3.7. Пусть [Му, М!] и [М.Ь, М>] — стороны пятиугольников, рас- 

положенных на верхней грани куба (см. рис. 3.6), а П — вертикаль- 
ная плоскость, параллельная [М\, М] и [М., №5] и рассекающая 

куб на две конгруэнтные части. Будем вращать пятиугольники во- 

круг сторон [А, О] и [В, С], пока [М1, М] и [М., №] не попадут 
в плоскость П. Из соображений симметрии легко видеть, что сто- 

роны [М\1, М1] и [М.>, №5] сольются: М1 = М> =: М и М =М№. =: М. 

Пусть Р — середина отрезка [М, №], $ — середина [В, С], К — середи- 

на [С, 0]. Продолжим отрезок [М, В] отрезком [К, О] длины, равной 

|Р5|, и пусть К — проекция точки О на переднюю, а Н — проекция 

точки Р на верхнюю грань куба. Теперь достаточно доказать, что 

треугольники ККО и $НР конгруэнтны, но это нетрудно. 

3.8. Непосредственная проверка показывает, что С* действует 

на множестве Р. Имеется три орбиты (по одной для трех различ- 

ных типов точек в Е, соответствующих граням, ребрам и вершинам); 

стабилизаторы точек, соответствующих граням, ребрам и вершинам, 

состоят из 3, 1 и 2 элементов соответственно; это повороты на углы, 
л 21 

кратные углам >, ди 3 соответственно. Вершины куба — те эле- 

менты из Ё, стабилизаторы которых содержат ровно два элемента.
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3.9. Эта задача похожа на задачу 3.8, но несколько проще. 

3.10. Эта задача похожа на задачу 3.8, но несколько сложнее. 

3.11. Указание. Доказательство аналогично указаниям к зада- 

че 3.8 с тем исключением, что в качестве вершин октаэдра нужно 

взять те элементы из Ё, стабилизаторы которых содержат ровно три 

элемента. 

Глава 4 

4.1. Указание. Пусть [А’, В’] — образ отрезка АВ при данном дви- 

жении. Если прямые [А, В] и [А’, В'] параллельны, то легко показать, 

что движение является параллельным переносом на вектор АА`. В про- 

тивном случае получаем поворот, центр которого легко строится. 
4.2. Указание. Пусть [А’, В'] — образ отрезка [А, В] при данной 

изометрии. Параллельным переносом переведем [А', В'] в [А”, В"], 

где А” = А. Осью скользящей симметрии тогда будет прямая, прохо- 

дящая через середину отрезка [А, А’] и параллельная биссектрисе 

угла ВАВ”. 
4.3. Не очень действенное указание. Правильность построения 

по существу вытекает из того факта, что сумма углов евклидова 

треугольника равна Л. При ф =чр, очевидно, получается параллель- 

ный перенос на вектор, соединяющий первый центр поворота со 

вторым. 

4.4. Указание. Центр поворота получается из центра данного по- 

ворота сдвигом на вектор, противоположный вектору данного па- 

раллельного переноса. 
4.5. Не очень действенное указание. Очевидно, что данная ком- 

позиция — поворот, указанный в условии задачи. 

4.6. а) Два параллельных переноса. 

6) Два параллельных переноса и один поворот на угол д. 
в) Два взаимно перпендикулярных параллельных переноса на 

два квадрата и один поворот на угол л. 

г) Два поворота на угол 2л /3 и два параллельных переноса. 

д) Два поворота на угол 27/3 и два параллельных переноса. 

е) Два отражения и два параллельных переноса (на удвоенные 

стороны прямоугольников). 

4.7. Нет. 

4.8. Есть два типа таких точек: во-первых, вершины квадратов, 

около которых расположены точки двух вопросительных знаков (со- 

ответствующие подгруппы состоят из поворотов на угол 7); во-вто-
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рых, вершины квадратов, вблизи которых нет точек (соответствую- 

щие подгруппы состоят из поворотов на угол 70/2). 

4.9. Например, группа, сохраняющая квадратную решетку, может 

быть представлена в виде (Ну, г: Нуй 1 1 =1, гиг 111 4 = 1). 
4.10. Только кубы. 
4.11. Картинка слева соответствует дискретной геометрии, по- 

казанной на рис.4.5 а), а картинка справа — средней картинке во 

втором ряду на рис. 4.6. 

4.12. Группа, первая слева во втором ряду на рис. 4.6. 

4.13. Группа, показанная на рис.4.5в, и средняя в последнем 

рядах на рис. 4.6. 

4.14. Группа, показанная на рис. 4.5 в, и средние в первом и тре- 

тьем рядах на рис. 4.6. 

4.15. Группы, показанные на рис. 4.5 6, е, справа в первом и вто- 

ром ряду на рис. 4.6 и слева в третьем ряду. 

4.16. Поверните все знаки вопроса в замощении в) в горизон- 

тальное положение с точкой справа. 

Глава 5 

5.1. Когда оба угла — рациональные кратные угла л. В этом 

случае пусть а =Кл/р и В =[7л/4, где К и р взаимно просты, так 

же как [ и 4. Тогда в качестве фундаментальной области мож- 
но взять любой двугранный угол, содержащий 5-оси и равный 

(НОД(, 0 /НОКФО, 4)) - пм. 
5.2. а) В точности тогда, когда треугольник — один из трех тре- 

угольников Кокстера. 

6) Сам треугольник будет фундаментальной областью. 

5.3. Да, эта группа определяет геометрию Кокстера, а именно 

геометрию Кокстера с равносторонним треугольником в качестве 

фундаментальной области. 

5.4. Например, в случае равностороннего треугольника и вер- 

ШИНЫ $1 152 ЭТО два отражения $1 и $2 и два поворота на углы 27/3 
и 4п/З, т.е. $1052 и ($1052)2. 

5.6. Указание. Можно доказать этот факт, рассмотрев семь мно- 
гогранников Кокстера или непосредственно, используя определе- 

ние двугранных углов Кокстера. 

5.7. Не очень действенное указание. а) Очевидно. 6) Следует из а). 

5.8. Например, В. — неправильный многогранник с пятью гра- 

нями; одна грань образует двугранные углы, равные л/4, с двумя
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другими, а одна из этих двух образует двугранные углы, равные л/З, 

с двумя оставшимися, которые ортогональны друг другу. 

5.9. а) Нет; 6) да; в) нет; г) нет. 

Глава 6 

6.1. Не очень действенное указание. Доказательство является 
упражнением в стереометрии, похожим на доказательство сфери- 
ческой теоремы синусов. 

6.2. Не очень действенное указание. Доказательство является 

упражнением в стереометрии, похожим на доказательство сфери- 

ческой теоремы синусов. 

6.3. Указание. Пусть данный треугольник обозначен АВС. Рас- 

смотрим тетраэдр ОАВС, где О — центр сферы, и используем тот 

факт, что три точки А, В, С лежат в одной полусфере. 
6.4. Нет. Этот аналог непосредственно вытекает из соответству- 

ющих теорем косинусов. 

6.5. Геодезическая между Москвой и Нью-Йорком пересекает 

Гренландию, но не Испанию. 

6.6. ли Зл. 

6.7. Указание. Примените сферический аналог теоремы Пифагора. 

6.8. Указание. Используя значение г, вычислите евклидов ради- 

ус окружности и подставьте его в классическую формулу для площа- 

ди сферической шапки. 

6.9. Указание. Например, в случае куба фундаментальной обла- 

стью является пирамида О/АН, где О — центр симметрии куба, 1 — 

центр нижней грани АВСО, Н — основание перпендикуляра, опу- 

щенного из [ на АВ. В совокупности 48 экземпляров фундаменталь- 

ной области заполняют куб — это можно установить и не подсчи- 

тывая количество пирамид, которые в действительности при этом 

используются. 
6.10. Указание. Постройте вписанную и описанную окружно- 

сти треугольника АВС, рассматриваемого как евклидов треугольник 

в плоскости АВС, а затем спроектируйте их на сферу из ее центра О. 

6.11. Указание. См. указание к предыдущей задаче. 

Глава 7 

7.1. Указание. Можно найти уравнение образа данной окружно- 

сти, считая ее лежащей на С и подставив в ее уравнение z= 1/2.
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Есть и чисто геометрические решения, как правило использующие 

подобие прямоугольных треугольников. 

7.2. Указание. Пусть М — произвольная точка данной окружно- 

сти ®&, ортогональной к окружности инверсии %у радиуса 1 с цен- 

тром О. Пусть 5 —точка пересечения перпендикуляра к ОМ с “%%, 

а № — пересечение прямой ОМ с <. Тогда три прямоугольных тре- 

угольника О5М, $ММ и ОМ№ подобны, откуда немедленно следует, 

uTo |OM|-|ON|=1. 

7.3. Указание. Доказательство использует подобие прямоуголь- 

ных треугольников в духе предыдущей задачи. 

7.4. Указание. Доказательство использует подобие прямоуголь- 

ных треугольников в духе двух предыдущих задач. 

7.5. Указание. Доказательство использует подобие прямоуголь- 

ных треугольников в духе трех предыдущих задач. 

7.6. Указание. Пусть Р — точка внутри данной окружности ©, 
а М, № — точки пересечения прямой ОР с ©. Тогда |ОМ|-|ОМ| =1, 

откуда легко следует требуемая биективность. 

7.7. Указание. Рассмотрим любую гиперболическую изометрию а, 
которая переводит (евклидов!) центр данной окружности “% в центр О 

модели на круге. Тогда а(«’) — одновременно гиперболическая и ев- 

клидова окружность. Следовательно, это верно для a” !(a(@)). Нет, 

в общем случае центры в двух геометриях не совпадают (они совпа- 

дают, лишь если центром является начало координат). 

7.8. Указание. В данном случае гиперболическая плоскость за- 

мощена и правильными семиугольниками, и равносторонними тре- 
угольниками, причем каждый семиугольник содержит 7 треугольни- 

ков. Эти треугольники задают геометрию Кокстера. Углы треугольни- 

ков равны 27/7, а углы при вершинах семиугольников равны 47/7. 

7.9. Указание. Утверждение можно проверить прямым вычисле- 

нием сначала для инверсии 3 ->р/5, р > 0, а затем для произволь- 

ной инверсии, используя ее сопряжение параллельным переносом, 

переводящим центр инверсии в точку (0; 0) ЕС. 

7.10. Указание. Решение использует двойное отношение четы- 

рех точек и не является легким. Ответ см. в следующей главе. 

7.11. Указание. Один из многочисленных способов отобразить 
флаг (А, [, П) во флаг (А^, [', П’) состоит в следующем. Вначале при- 

меним (гиперболическую) изометрию а, переводящую А в А’, а за- 

тем изометрию В, переводящую А’ в центр круга О; тогда В (а(1)) 
и В (1’) будут диаметрами круга, а симметрия у относительно бис-
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сектрисы угла между ними поменяет их местами. Далее, отображе- 

ние р:= В 1оуоВоа переводит АвА’, а[ в [/; если ф(П) совпадает 

с «полуплоскостью» П’, доказательство завершено, а в противном 

случае искомая изометрия есть композиция отображения ф и сим- 
метрии относительно [". 

7.12. Указание. Рассмотрим малый правильный пятиугольник 

с центром симметрии в центре круга 1.2. При увеличении размера 

пятиугольника его углы уменьшаются и по непрерывности будут 

в какой-то момент равны 27/5. Этот пятиугольник будет фундамен- 

тальной плиткой. Другие плитки будем присоединять последователь- 

но таким образом, чтобы к каждой вершине примыкало пять плиток. 

7.13. Не очень действенное указание. Эта теория напоминает 
и ненамного превосходит по сложности двумерную теорию инвер- 

сии, изложенную в начале гл.7. 

7.14. Указание. Используйте тот факт, что любая окружность 

есть пересечение двух сфер, а любая прямая — пересечение двух 

плоскостей. 

7.15. Указание. Используйте подходящие факты из трех предыду- 

щих задач и конструкцию, аналогичную конструкции из задачи 7.3. 

7.16. Указание. Плоскости в этой модели — пересечения шара со 

сферами, ортогональными абсолюту (т.е. граничной сфере данного 

шара); прямые — окружности, ортогональные абсолюту; изометрии — 

композиции отражений относительно гиперболических плоскостей. 

7.17. Не очень действенное указание. Задача легко сводится 

к умеренно трудной задаче об ортогональных окружностях из эле- 

ментарной евклидовой планиметрии. 

7.18. Указание. Это тоже задача из геометрии окружностей, 

с многими возможными решениями. Одно из них состоит в сле- 

дующем: построим общий перпендикуляр к двум данным прямым, 

через его середину № проведем третью параллельную прямую п, 

затем переведем п некоторой изометрией а в прямую по, проходя- 

щую через А, и М, и завершим построение, отразив весь чертеж 
относительно пу и применив изометрию а '. 

7.19. Указание. Ваша первая догадка насчет ответа, скорее все- 

го, верна! 

Глава 8 

8.1. Не очень действенное указание. Оба утверждения а) и 6) 

можно доказать непосредственным вычислением.
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8.2. Указание. Пусть К — точка пересечения серединного пер- 

пендикуляра к отрезку [А, Р] с прямой [. Одна из искомых окружно- 

стей (а именно проходящая через А) имеет центр К и радиус |КР]. 

8.3. Указание. Посредством преобразования ® \ (см. пример 8.1.1) 

можно перейти от ситуации, описанной в условии, к модели Пуан- 

каре на круге, где задача получает следующий вид: провести через 

данную точку две прямые, параллельные данной. Затем вернемся 

в исходную ситуацию посредством (2. Разумеется, существует и пря- 

мое доказательство в духе предыдущей задачи. 

8.4. Указание. Вначале проверьте, что данное преобразование пе- 

реводит круг [.? в себя, а затем убедитесь, что данная формула вы- 

полнена всегда, когда преобразование состоит из четного количества 

отражений относительно окружностей, ортогональных абсолюту. 

8.5. Указание. Здесь применимо указание к задаче 7.11. 

8.6. лла— В —у, где а, В, у — углы треугольника. 

Глава 9 

9.1. Не очень действенное указание. Примените формулу функ- 
ции расстояния. 

9.2. Не очень действенное указание. Докажите от противного. 

9.3. Указание. Утверждение немедленно следует из единствен- 

ности перпендикуляра из данной точки к данной прямой и опреде- 

ления отражений. 

9.4. Указание. Рассмотрите композицию отражений относитель- 

но двух прямых и используйте задачу 9.3. 

9.5. Указание. Рассмотрите отражение относительно одного пер- 

пендикуляра, а затем относительно другого. 

9.6. Указание. Предположите противное и, используя свойства 

модели, верные также в евклидовой геометрии (например, свой- 

ства расстояния, перечисленные в п. 9.1.2, а также существование 

и единственность перпендикуляров), покажите, что тогда выполня- 

ется пятый постулат Евклида. 

9.7. Указание. Это невозможно: наличие структуры линейного 

пространства в модели означает, что существуют подобные, но не 

конгруэнтные треугольники, но это, как нетрудно видеть, равно- 

сильно пятому постулату Евклида. 

9.8. Указание. Возьмем равносторонний треугольник (в евкли- 

довом смысле) с вершинами на абсолюте. Тогда пригоден другой
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равносторонний треугольник с вершинами внутри него, достаточно 

близкими к абсолюту. 

Глава 10 

10.8. Указание. Возьмем очень маленький равносторонний тре- 

угольник АВС (углы которого близки к д/3З) с центром симметрии 

в центре О модели Пуанкаре на круге, произведем гомотетию с цен- 

тром О и очень большим коэффициентом и рассмотрим углы образа 
треугольника АВС. 

10.9. Указание. а) Доказательство требует нетривиальных вы- 

числений, см. [16, с.149—151]. 6) Примените предыдущую формулу, 

а также формулу е1 = $В(а) + с (а), аналогичную знаменитой фор- 

муле Эйлера для е` 1 и столь же легко доказываемую. 

Глава 12 

12.9. Теорема Брианшона может быть сформулирована следую- 

щим образом: пусть а, Ь, с, 4, е, } — касательные к конике, а [, т, п — 

прямые, проходящие через точки [1 =аПьи 1 =епа, М! =ап} 
и М. =спа, М! =спПри М. =еп } соответственно. Тогда три прямые 

[, т, п пересекаются в одной точке. Доказательство двойственно до- 

казательству теоремы Паскаля. 

Глава 13 

13.1. Не очень действенное указание. Утверждение может быть 

доказано прямым вычислением в координатах. 

13.5. Указание. В южной полусфере вблизи экватора возьмем 

треугольник площади, меньшей чем =. Можно проверить, что пло- 

щадь его образа при центральном проектировании может быть 

сколь угодно велика. 

Глава 14 

14.1. Линейные пространства АЁ(2) и АЁ(З) над полями из 2 

и 3 элементов можно рассматривать как аффинные геометрии с 4 
и 9 элементами соответственно. Но их можно построить и не ис- 
пользуя конечных полей. А именно, аффинная геометрия на четы- 

рех точках а, Б, с, 4 состоит из шести прямых а, Бс, са, аа, ас, Ба, 

три пары которых (а и са, dc u da, ac u Ба) параллельны. Ее можно 

также описать как проективную плоскость Фано, из которой уда-
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лены «бесконечно удаленные точки». Аффинную геометрию на 9 

точках также можно построить непосредственно; рекомендуем чи- 

тателю изобразить АЁ(З) в стиле рис. 14.1. 

Глава 15 

15.7. Если бы включение имело место, сферические прямые бы- 

ли бы подмножествами проективных прямых, но тогда каждая пара 

сферических прямых имела бы не более одной общей точки. 

Глава 16 

16.1. w,,, rae m= HOK(k, 1).
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